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1 Deéroulement de I’épreuve

En 2024, I’épreuve orale a eu lieu du mercredi 26 juin au mercredi 3 juillet & la Manufacture
des Tabacs, dans le centre ville de Toulouse. Les oraux de mathématiques se sont déroulés dans
les salles MC201 et MC202 (salles d’environ 40 places). Le jury était installé sur une rangée de
tables a environ 5m du tableau sur lequel les candidats ont pu composer. Dans chaque salle le
tableau est un tableau noir et des craies en bon état de couleur blanc, rouge et jaune étaient
mis a disposition des candidats.

Chaque jury de mathématiques est constitué de deux professeurs : I'un issu de I'Ecole
d’Economie de Toulouse (TSE) et I'autre de classe préparatoire aux grandes écoles. Parmi les
professeurs de classes préparatoires quatre étaient professeurs en classe préparatoire BL et deux
en classe préparatoire ECG. Parmi les enseignants & TSE trois étaient maitres de conférences
et deux étaient PRAG.

Apreés 30 minutes de préparation dans une salle surveillée, le candidat est accompagné dans
la salle ou se déroule 'oral. Le responsable du jury, vérifie I'identité du candidat, présente
rapidement les membres du jury et explique le déroulé de I’épreuve de la fagon suivante : “Vous
avez préparé pendant 30 minutes un exercice. Vous allez nous présenter au tableau pendant 15
minutes le résultat de vos réflexions. Nous vous recommandons de vous concentrer en premier
lieu sur les questions que vous avez sues faire. Dans un deuxiéme temps vous pourrez revenir
sur les questions sur lesquelles vous avez des pistes ou des idées mais qui n’ont pas pu aboutir
et le jury vous aidera a avancer. Pour la présentation de vos résultats il n’est pas nécessaire
de détailler ’ensemble des calculs, mais juste d’écrire le résultat, et de donner a l'oral les
justifications et la démarche qui vous a permis d’y aboutir.” Aprés ces 15 minutes, il est dit au
candidat : “Merci. Le temps qui était imparti pour le premier exercice est maintenant écoulé.
Nous vous demandons de prendre connaissance de ce deuxiéme exercice que je vous distribue et
d’effacer la tableau. Vous aurez 15 minutes pour avancer sur ce deuxiéme exercice, en partageant
éventuellement oralement vos réflexions avec le jury.”.

L’oral se termine aprés 30 minutes.

2 Bilan

La moyenne des notes a I’épreuve orale de mathématiques 2024 se situe a 11.85/20. Note
minimale : 3.5/20 ; note maximale : 19.5/20, écart-type : 4.26.

1. Toulouse School of Economics, Adrien.Blanchet@tse-fr.eu
2. Lycée Ozenne, Toulouse
3. Lycée Henri IV, Béziers



Le jury a apprécié I'attitude générale des candidats a l'oral. Quelque soit le niveau, les
candidats ont visiblement bien préparé cette épreuve. Comme énoncé en début d’oral, le jury
n’attend pas que les candidats détaillent ’entiéreté de leur raisonnement mais plutét qu’ils
énoncent le résultat et ne donnent que les justifications nécessaires. Les bons étudiants traitent
souvent toutes les premiéres questions a I'oral en quelques minutes sans ne rien écrire au tableau.
Dans le cas ot le jury aurait un doute, il n’hésitera pas & interrompre le candidat pour vérifier
que les étapes sont toutes maitrisées. L’interaction avec le jury est un élément particuliérement
important qui permet d’évaluer le candidat. Il est ainsi conseillé au candidat d’étre bien attentif
aux interventions du jury afin d’y répondre pleinement, sans essayer de les contourner.

3 Perspectives

3.1 Note éliminatoire

Rappelons en préliminaire que 1’évaluation d’un oral de mathématiques était basée sur le

principe suivant :

— note en dessous de 7 : le cours n’est pas bien maitrisé et plusieurs erreurs importantes
sont commises.

— note entre 8 et 12 : le cours est plutdt maitrisé et /ou les candidat.es accumulent quelques
erreurs, arrivent a traiter plusieurs questions de la planche, mais ne tirent pas vraiment
profit des interactions avec le jury.

— note entre 13 et 15 : le cours est globalement bien maitrisé, les candidat.es ne com-
mettent pas beaucoup d’erreurs et ont plutot bien avancé dans les planches avec une
aide conséquente du jury.

— note > 16 : le cours est bien maitrisé, et les candidat.es ont bien avancé de maniére auto-
nome dans les planches et réagissent bien aux indications du jury.

La réussite a un cursus a TSE ne peut pas étre compléte sans une trés bonne maitrise des
outils et théories mathématiques au programme de la classe préparatoire BL. En conséquence,
il ne nous parait pas raisonnable d’accueillir & TSE un candidat qui serait considéré comme
ne maitrisant pas son cours pendant les oraux. La note éliminatoire étant a 5/20, le nouveau
baréme est le suivant :

— note en dessous de 5 : le cours n’est pas bien maitrisé et plusieurs erreurs importantes
sont commises.

— note entre 5 et 10 : le cours est plutdt maitrisé et /ou les candidat.es accumulent quelques
erreurs, arrivent a traiter plusieurs questions de la planche, mais ne tirent pas vraiment
profit des interactions avec le jury.

— note entre 10 et 14 : le cours est globalement bien maitrisé, les candidat.es ne com-
mettent pas beaucoup d’erreurs et ont plutot bien avancé dans les planches avec une
aide conséquente du jury.

— note > 14 : le cours est bien maitrisé, et les candidat.es ont bien avancé de maniére auto-
nome dans les planches et réagissent bien aux indications du jury.

3.2 Lutte contre les discriminations

Le jury de mathématiques est conscient des biais sociaux et de leurs effets délétéres no-
tamment sur les femmes et les minorités ethniques. En conséquence le jury a fait son possible
pour prendre en compte ces biais. Ainsi il apparait en particulier que les candidates perdent
plus rapidement confiance. Le jury ne souhaite pas tester la résistance des candidats au stress.
Le jury reste ainsi en tout temps encourageant et n’hésite pas a rassurer les candidats qui
semblent paniquer du fait du stress. Le jury est aussi vigilant & ne pas se laisser embobiner par



les candidats ayant une forte confiance en eux et un bagout qui leur permet de tenter de faire
passer une lacune pour une incompréhension.

TSE prend trés au sérieux la lutte contre les discriminations et les violences sexistes et
sexuelles. L’école fait tout ce qui est en son pouvoir pour ne pas soumettre les candidats pendant
les oraux et leur séjour & Toulouse a ces actes et pressions inadmissibles. Si un candidat ou une
candidate venait & ressentir de I'inconfort lors des oraux que ce soit pendant 1’oral, pendant les
interactions avec les étudiants qui les accueillent ou leur font visiter le campus ou Toulouse il
faut absolument le signaler a la cellule écoute de 1’école care@tse-fr.eu ou & Adrien Blanchet,
président du jury de mathématiques et membre de la cellule d’écoute : Adrien.Blanchet@tse-
fr.eu
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e Planche n°1 : Premiére partie — Probléme avec préparation,
e Les documents ne sont pas autorisés.

Exercice. — Soit x un réel appartenant a [0, 1[. On souhaite étudier la convergence de la série
xn
2T
n>1

1. Montrer que pour tout n € N et pour tout ¢ € [0, z]

oo L
1—¢ 1-—t¢
k=0

2. En déduire que

o

n k41 T tn—l—l
* :—ln(l—x)—/ dt .

3. Justifier que pour tout x € [0, 1],

z gt 1
Og/ dt < .
0o 1—1 (n+2)(1 —x)

4. En déduire

r gn+1
lim dt.
n—+oo [ —t
5. En déduire
2”: k1
l .
n—4o0o P k —+ 1
6. Déterminer la nature de la série "
T
n>1
7. Calculer
oo
1
n2n

n=1



Correction. — 1. Il s’agit d’'une somme de suite géométrique de raison t. Puisque ¢t < x
et que z < 1, on en déduit que ¢ < 1, ce qui nous permet d’écrire :

1— thrl 1 tn+1

VneN, Vtel0,x], Ztk T3 :1—t_1—t'

2. Soit n € N et x € [0,1]. En intégrant sur [0,z], le terme de gauche on obtient, par
linéarité de l'intégrale

/Ztkdt Z/tkdt Zk:+1

0 k=0

En intégrant sur [0, z], le terme de droite on obtient

T dt xtn—i-l xtn—i-l
——/ dt:—ln(l—:c)—/ de .

3. Soit t € [0,z]. On a :

tn+1 tn—l—l
< .
11—t 1—2

0<

En intégrant on obtient

zr yn+1 T n+2
0§/ o<t / pritgp < L2
o 1—1 1—zJ, l—xn+2

Et comme x <1 :
Tl 1 1
og/ dt < .
o 1—1t l—2zn+2

4. Par le théoréme d’encadrement,

r gn+1
lim dt=0.
n—-+00 0 —
5. D’apres les deux questions précédentes,
li =—In(l—2z)— lim dt = —In(l —z) .
n—+oo k +1 n—+4oo —t
k=0 4
6. En posant j = k 4 1 on obtient
n+1 -
nETooZ_ =—In(l —x).

xn
Par conséquent, la série > — converge lorsque = € [0, 1] et 'on a :

n=1
R " . N "
— = lim E — | = —In(1 — 2).
n N—4o00 n
n=1 n=
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e Planche n°1 : Deuxiéme partie — Exercice sans préparation,
e Les documents ne sont pas autorisés.

Exercice. — 1. Soit (z,y) € R?. On considére

M = (x v +y)
0 vy
(a) Pour quelles valeurs de x et de y la matrice M est-elle inversible 7
(b) Pour quelles valeurs de z et de y la matrice M est-elle diagonalisable ?

2. Soient X et Y deux variables aléatoires indépendantes et identiquement distribuées de
loi de Bernoulli de paramétre p. On considére la matrice aléatoire suivante :

(X X+Y
A._(O Y)

(a) Quelle est la probabilité que A soit inversible ?
(b) Quelle est la probabilité que A soit diagonalisable ?



Correction. — 1. (a) La matrice M est triangulaire supérieure donc elle est inversible si
et seulement si z # 0 et y # 0.
(b) Si z # y, la matrice a deux valeurs propres distinctes z et y donc elle est diagonali-
sable.

Si x = y, la matrice a une unique valeur propre et est donc diagonalisable si et
seulement si elle est déja diagonale, c¢’est-a-dire si z + y = 0.

2. (a) Notons Z I’évenement «A est inversible». Par indépendance de X et Y on a :
P(Z)=P(X #0)N(Y #0)) =P(X #0)P(Y #0) =P(X = DP(Y = 1) =p* .
(b) Notons T' I'événement «A est disagonalisable dans R». On a

T = {X#Y} U {X=Y}n{X+Y =0}
N—— N ~ ”

Deux valeurs propres distinctes une seule valeur propre mais déja diagonale

Or {X #Y}={(X =0)n(Y = )} U{(X =1)N (Y = 0)} donc
P(XAY)=P(X =0)n(Y =1))+P((X =1)N (Y =0)).
Par indépendance de X et Y on obtient
P(X #Y)=2p(1-p).

De méme

{(X=Y}In{X+Y=0}={X=0}n{Y =0}.
Donc par indépendance
P(X=Y)N(X+Y =0)=PX=0)P(Y =0)=p*.

Finalement on a
P(T)=2p(1—p)+p*=2p—p*.

Question supplémentaire : Etablir la loi du rang de A ?
Soit R le rang de A. On a R(Q) = {0,1,2}. De plus
— R=0st A=0 c’est-a-dire st X =Y = 0. Donc

— R =2 si A est inversible. On a vu que P(R = 2) = p*.
— En conséquence P(R=1)=1—-P(R=0)—-P(R=2)=1—(1—p)®> —p* =2p(1 —p).
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e Planche n°2 : Premiére partie — Probléme avec préparation,
e Les documents ne sont pas autorisés.

Exercice. — Un joueur A dispose d’une piéce qui a la propriété de faire pile avec probabilité
1/3. Un joueur B dispose d’une piéce qui a la propriété de faire pile avec probabilité p €]0, 1.
Les résultats des lancers de ces piéces sont indépendants.

Les joueurs A et B lancent leur piéce simultanément jusqu’a ce qu’au moins une des deux
piéces donne pile. Si A et B ont fait pile simultanément, le jeu s’arréte sans que personne n’ait
gagné d’argent. Sinon, le premier a obtenir pile s’arréte et ’autre continue ses lancers jusqu’a
obtenir pile également et paye un euro a son adversaire a chacun des lancers.

On note X la variable aléatoire égale au nombre de lancers effectués par le joueur A et Y
la variable aléatoire égale au nombre de lancers effectués par le joueur B.

1. Justifier que les variables X et Y suivent des lois géométriques.

2. Déterminer 'espérance et la variance de X et de Y.

3. (a) Soit Z :=Y — X. Interpréter les événements (Z = 0), (Z > 0) et (Z < 0).
(b) Déterminer l'espérance et la variance de Z.
(c) Montrer que

fP(X:k)P(Y:k) =P

(d) En déduire P(Z = 0).
(e) Soit n € N*. Montrer que

(f) En déduire P(Z > 0).
(g) En déduire P(Z < 0).



Correction. — 1. On appelle succes I’événement «le joueur A obtient un pile». Le joueur
A répeéte de maniére identique et indépendante I’expérience aléatoire qui consiste & lancer
la piéce en sa possession. Alors la variable aléatoire X égale au rang d’apparition du ler
succes, c’est a dire du premier pile suite une loi géométrique de paramétre 1/3. Ainsi

X —=G(1/3): -
pixn- (2) 1

Pour les mémes raisons Y < G (p) :
PY=k=(1-p""p

On a donc X (2) =Y () = N*

2. On a . 2/3
EFEX)=—=3et V(X) = =
De méme on a ] 1
—D
EY)=-etV(Y) =
(Y) ; (Y) o

3. (a) Interprétation :
— (Z =0) : personne ne paye .
— (Z > 0) c’est B qui doit payer (Y a été plus grand que X )
— (Z < 0) c’est A qui doit payer.
(b) Comme Z =Y — X et que I'espérénace est linéaire on a

1 _1-3p

k—1

S =re =R =3 (5) g0-p =5 (T0-p

——
=)

Comme |\| < 1 la série géomérique converge lorsque N — oo vers

p 1 p 3

31—\ 31+2p

(d) Comme il s’agit d’une union d’événements incompatibles on a

(Z:O):U(X:kﬂY:k)

k=1

Donc

INZZmZEZMX:kWQzﬁgzlf%



(e) Soit n € N*, on a:

D’ou

(f) On a

d’oll

P(Z>0) = Y P(Z=n)

(g) Comme
P(Z=0)+P(Z<0)+P(Z>0)=1

on a

1+2p 1+2p = 1+2p°

- 1
P(Z<0)=1— 2 P
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e Planche n°2 : Deuxiéme partie — Exercice sans préparation,
e Les documents ne sont pas autorisés.

Exercice. — Soit Ry[z] I’ensemble des fonctions polynomiales de degré inférieur ou égal a 4.
On considere
Fi={peRyfz] : Vz eR, p(z)=2ap/(z)},

et

G :={p € Rufz] : p(1) =0},
Montrer que F' est un sous-espace vectoriel de Ry|x].
Montrer que G est un sous-espace vectoriel de Ry[x].
Déterminer une base de F'.

Déterminer une base de G.

AN I .

Montrer que F' et G sont supplémentaires dans Ry[z].



Correction. — 1. Op,q2 € F.
Soit (p,q) € F?, on a

(p+ Ag)(x) = p(x) + Aq(x) = 2p'(2) + Avq'(x) = 2(p + Aq)'(z) .

Donc F' est un sous-espace vectoriel de Ry[x].
2. Og,[ € G.
Soit (p,q) € G*, on a

(p+Aq)(1) =p(1) +Aq(1) = 0.

Donc G est un sous-espace vectoriel de Ry|x].
3. Pour tout n € {1,2,3,4}, (") = nz"~! donc

Vz, 2" =z(2") & Vr,2"=na" & n=1.

Donc une base de F est donnée par {z — x}.

4. Soit le polynome p(x) = Zi:o ay r*. Ce polynéme appartient a G si et seulement si
Zi:o a,, = 0. Donc tout polynome de G s’écrit

4
p(x) = Zakmk —1.
k=1

Comme la famille {93”c — 1}reqi,2,3,4) est une famille libre elle est une base de G.

5. Soit p € FNG. Comme p € F il est de la forme z — ax ot a € R. Comme p est dans
G onaa=0donc FNG = {0}.

De plus dim F' + dim G = dim Ry[z] donc F' et G sont supplémentaires.
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e Planche n°3 : Premiére partie — Probléme avec préparation,
e Les documents ne sont pas autorisés.

Exercice. — Le myosotis, est une fleur bisannuelle, c’est a dire qu’elle ne fleurit qu'une année
sur deux. Chaque plant de mysosotis donne naissance & 4 descendants. On considére ainsi que
le nombre de myosotis dans ce jardin vérifie

Un2 = 4y, (L>

1. Premiére méthode de résolution :
(a) Montrer que ’ensemble U, des suites vérifiants (L) n’est pas vide.
(b) Montrer que U est stable par combinaison linéaire.
(c) Démontrer qu’une suite géométrique de raison ¢ # 0 appartient a U si et seulement
sig?=4.
(d) Pour tout n dans N posons

Ap = Up41 — 2uy,
bn = Up+1 + 2un .

Montrer que (a,)nen €t (by)nen sont des suites géométriques.
(e) Conclure.

2. Deuxiéme méthode de résolution :

a) Ecrire le systéme (L), sous la forme X,,,; = AX,, ou X,, = <UZ+1>'

(
(b) Montrer que pour tout entier n > 1, X,, = A" X,.
(c) Diagonaliser A.
(d) Calculer A™ pour tout entier n > 1.

)

(e) Conclure.



Correction. — 1. (a) La suite (u,) = 0 appartient a U.
(b) Soit (u,) et (v,) deux suites de U et a € R. On a

Upt2 + V1o = du, + adv, = 4(u, + avy,)

Donc U est stable par combinaison linéaire.
(c) Soit la suite (ugq™),. Cette suite appartient a U si et seulement si ug¢"™ = 4ug ¢".
Ce qui est vrai si et seulement si ¢ = 4.
(d) On a
{ Upi1 = Upyo — 2Upi1 = 4y — 2Upy1 = —2(Ups1 — 2uy,) = —2a,
bpi1 = Upyo + 2Upy1 = 4y + 2Upyy = 2(Upy1 + 2uy) = 2b,

Donc (a,,) est une suite géométrique de raison -2 et (b,) est une suite géométrique
de raison 2.

(e) On a donc a, = (—2)"ag = (—2)"(u1 — 2uyp) et b, = 2"by = 2" (uy + 2ug). Or pour
tout n, a, + b, = 2u, 1. Donc

2un+1 = (-2)”(711 — 2UQ> + 2”(U1 + 2U0) = 2U0(2n - (_2)n> + U1(2n + (-2)“)
= 2" u(1 = (=1)") + 2"y (1 + (=1)")

D’ou pour tout n > 2
1 — n— n—
Up = = [2"up(1 — (—1)" ") + 2" Mg (1 + (=1)"71)]

2
_ 2n—1u0(1 _ (_1)n—1> + 2n—2u1(1 + (_1>n—1)
0 4
10
(b) Soit P(n) : «X,, = A" Xp»
P(1) est vraie.

Supposons que P(n) soit vraie a un rang n. On a
XnJrl = AXn - AAnXO = AnJrlXO

2.(a) On a X,,41 = AX,, avec

donc P est une proprtiété héréditaire et P(n) est vraie pour tout n.
(c) On calcule A = PDP~! avec

2 0 2 =2
b (2 O)wre (2 )

(d) On calcule

Or A" = PD"P~! donc
1 2n+1 _ (_2)n+1 2n+2 + 2(_2)n+1 B 1 2n+1 _ (_1)n+12n+1 2n+2 + 2(_1)n+12n+1
4\ 2= (=2)n  2mtlgpo(=2m ) T4\ 2n —(=1)m2n 2ntl 4 2(—1)m2n
2n—1 _ (_1)n+12n—1 om 4 (_1)n+12n
2n—2 _ (_1)n2n—2 2n—1 + (_1)n2n—1
2n—1(1 _ (_1)n+1) 2n(1 + (_1)n+1)
2" 21— (=" 211+ (=1
(e) On a donc, pour tout n > 2
Uy = 2" 2 (1= (=1)")ur +2" (1 (= 1)) ug = 2" tug(1—(—=1)""H)+2" 2y (14+(=1)"1)
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e Planche n°3 : Deuxiéme partie — Exercice sans préparation,
e Les documents ne sont pas autorisés.

Exercice. — On considére la fonction
f: R = R
re? —sin(r) — 2?
T
In(l+z)—=

1. Déterminer ’ensemble de définition de f.
2. Déterminer un développement limité d’ordre 2 de f au voisinage de 0.

3. Montrer que f est prolongeable par continuité en 0. On appellera encore f ce prolonge-
ment.

4. Montrer que f est dérivable en 0 et déterminer f'(0).

5. On note Cy la courbe représentative de f dans un repére orthonormal. Déterminer I’équa-
tion de la tangente 7" a C; en l'origine.

6. Préciser les positions relatives de Cy et T



Correction. — 1. On doit avoir

SRR AN

1+2>0
In(l4+x)—x#0

Or
In(l+z)—x#0& In(l+2)#z < 1+ #exp(r) < exp(r) —z#1

La fonction x +— exp(z) — x atteint un minimum de 1 en 0 Il faut donc x # 0. Ainsi le
domaine de définition est | — 1,0[U]0, +o0].

On calcule 1 ", ,
flz) = —3¢~ 5% —I—Igo(x )
On prolonge par 0 en 0.
On a f/'(0) = —4/3.
Onad:xzw— —4/3x.
Ona f—d=—11/92> + xgo(xQ) donc Cf est toujours sous sa tangente a droite et a

gauche de 0.
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e Planche n°4 : Premiére partie — Probléme avec préparation,
e Les documents ne sont pas autorisés.

Exercice. — Pour tout n dans N, on considére la fonction définie par :

fn: R —- R

r = z"e T —1.

1. Pour tout n > 3, montrer que f, est une bijection sur I'intervalle [0, n].
2. Pour tout n > 3, montrer que ’équation :

" =e"

admet une et une unique solution dans 'intervalle [0, n]. On la note x,,.

3. Montrer que pour tout n > 3 on a :

l<z,<n

4. Montrer que la suite (x,),>3 est décroissante.
5. Montrer que la suite (z,),>3 converge.

6. Montrer que pour tout n > 3 on a :

7. En déduire la limite de la suite (z,)n>3.

8. Etablir le tableau de variation de f, sur R.



Correction. — 1. Pour tout n, f, est dérivable et pour tout x € R

T

sin=20.

" le*(n—xz) sin>0
_e_

Sur [0,n], f/(x) > 0 donc elle forme une bijection.

2. Pour tout x € R,
=" -1=0% f,(x)=0.

D’aprés la question 1, f,, est strictement monotone sur [0, n]. De plus f,, est continue sur
[0,n] avec f,(0) = -1 < 0et f,(n) = (n/e)*—1>1"—1= 0. Donc d’apreés le théoréme
des valeurs intermédaires = = e admet une unique solution sur [0, n].

3. Pour tout n > 3, on a f,(1) = e ! —1 < 0. On a vu ci-dessus que pour tout n > 3,
fn(n) > 0. Donc f,(1) < fu(z,) < fu(n). Or f, est strictement croissante sur [0, n| donc
1<z, <n.

4. Par définition mﬁﬂ e 1 = 1. Or d’aprés la question précédente, x,, > 1 pour tout
n > 3. Donc en divisant z/7} e 1 = 1 par z,,41 on obtient 27 ;e *+ < 1. Ce qui
est équivalent & f,(x,11) < 0. Or fu(x,) = 0 donc f,(zy41) < fu(z,). Comme pour
tout n > 3, 1 < z,, < n et que f, est strictement croissante sur [0, n], on en déduit que
Tpy1 < T, pour tout n > 3. Ce qui assure la décroissance de la suite (z,),>3.

5. La suite (z,,),>3 est décroissante minorée par 1 donc elle converge.

6. Par définition de z,, on a z]! = e™**. Comme les deux termes de 1’égalité sont positifs,
on a pour tout n > 3 :
nlin(x,) = x,
qui assure le résutat attendu en divisant par n.

7. A la limite £ on a In(¢) = 0. Comme In est continue et bijective on a donc ¢ = 1.

8. On distingue suivant la parite de n :
Si n est pair, n # 0 :

x —00 0 n +00

fr - 0 + 0 -

i \ / \
Sin=20:

z —00 400

fa -

B T

Sin > 1 est impair :



f /\

Questions supplémentaires :

1. On pose y, = x, — 1. Montrer que

Yn+1=nln(l+y,) .
2. En déduire que :

1
3. On pose z, = x, — 1 — —. Montrer que
n

lim n?z, ==

n—-+o0o

4. Montrer enfin qu’il existe trois réels a ,b et c tels que :

b ¢
n=at -+ = o(l/n?).
x a+n+n2+0(/n)
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Exercice. — 1. Soit n € N. On considére ky € [1,n—1]. Pour x € R\{1}, déterminer
S
k=ko

2. En déduire, pour z € R\{1},
Z kabt
k=1

3. Soit n € N* fixé. On jette n fois de maniére indépendante une piéce truquée dont la
probabilité d’obtenir pile est p. Soit X la variable aléatoire égale au numéro du premier
lancer qui donne pile, si I’on obtient au moins un pile, et qui vaut n+1 sinon. Déterminer

la loi de X.
n+1
4. Soit n € N* fixé. Vérifier que ZIP(X =k)=1.
k=1

5. Déterminer 'espérance de X.



Correction. — 1. On a

n
1 xn—ko—‘rl
E gt = g
11—z
k=ko

2. On a

En dérivant on obtient

+x

zn: gkl 1—a" —nz"t1—-2)+1—-2" 1—(n+1)2" + na™*!
xz = =
k=1 1-z (1 —=)? (1 —x)?

3. On a X(Q) = [1;n+1].
Soit F; I’événement «ne pas obtenir pile au ¢éme lancer». On a

(X=n+1)=FNEN---NF,
D’ou par indépendance des événements,

P(X=n+1)=PFNFKN---NF,)
P(F)P(F)---P(F,)
=(1-pd—=p)---(1—-p)
=1 -p)"

Soit maintenant k € [1;n]. On a :
(X=K=FnNn---NF,_1NF.

D’ou par indépendance des événements,

P(X=k)=P(FiN---NF_NE)=1-p*"p

1_pk:1

p
- 1-_p—
1_p( p) P
=1

5. Le support de X étant fini, X admet donc nécessairement une espérance qui vaut :



k=1
= p) k1-p) "+ +1)1-p)"
k=1
I e [ i TG e ) LAY
= (1) ey
- e AP DT sy - )
1—(1—p)"+1'

p

Remarque : a la limite quand n tend vers +oo, on trouve que E(X) converge vers
[’espérance d’une variable aléatoire sutvant une loi géométrique de paramétre p.
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Exercice. — On dispose d’un dé équilibré a 6 faces et d’une piéce truquée telle que la proba-
bilité d’apparition de pile soit égale a p € ]0; 1[.

Soit N € N*. On effectue N lancers indépendants du dé. Si n est le nombre de 6 obtenus
lors des N lancers, on lance ensuite n fois la piéce de maniére indépendante.

1. Soit Z la variable aléatoire qui représente le nombre de 6 obtenus durant les lancers du
dé. Préciser la loi de Z.

2. Déterminer 'espérance et la variance de Z.

3. Soit X la variable aléatoire qui représente le nombre de piles obtenus au cours des lancers
de la piéce. Pour (k,n) € N?, déterminer la probabilité conditionnelle de (X = k) sachant
que (Z =n).

4. Pour tout (k,n) € N2, déterminer P(X = kN Z = n).

5. Calculer P(X = 0).

6. Montrer pour tout (k,n) € N? tel que 0 <k <n < N:

n\ (N  (N\(N -k
k)\n) \k)\n—k)"
7. Pour tout k € N, en déduire P(X = k).

8. Déterminer la loi de X.



Correction. — 1. On appelle succes I'événement «obtenir un 6». La variable aléatoire Z
qui compte le ombre de succés en N lancers suit une loi binomiale de parameétre (N, 1/6) :
Z — B(N,1/6).

2. On a N IN
EZ)=—etV(Z)=—
(2)=GetV(Z) =

3. Le nombre X de piles obtenus suit une loi X < B(n, p). Comme on ne peut pas obtenir

plus de 6 que le nombre de lancers effectués, on a

Yy n—k
pi(l—p sike|0,n
B ) (})a-n [0, 7]
0 sinon
4. On a
PIX=kNZ=n)=P(Z=n)Py_n(X =k)
D’ou :

esi0<k<n<N\,

P(X =kNZ=n)= (]Z) (g)Nn (é)n (Z) Lyt

e sin > N alors Z = n est impossible de méme si k& > n, (X =kNZ =n) est
impossible donc la probabilité est nulle.

5. (Z = n)neﬁo ] €st un systéme complet d’événements de probabilités non nulles. D’aprés
la formule des probabilités totales appliquées a ce systéme complet d’événements, il

vient :
P(X=0)= nf;mz = 1) P(z(X = 0)
()6 @) o
()6
()
(-
6. On a :

(Z) (]X) T (nn!— i) nl (]\]f\”— n)l  Kl(n— k])\!”(N —n)!

TR (]\]fw— ) (n—k)! (%V—_/ﬁ (n—k)! (]/j) <JZ—_:)

7. (Z = n)n€[0 ] €st un systéme complet d’événements de probabilités non nulles. D’aprés
la formule des probabilités totales appliquées a ce systéme complet d’événements, il
vient :

P(X=k) =Y P(Z=n) Pypn(X =k).

n=0



Comme la valeur de P(z—,)(X = k) dépend de n > k ou n < k, on utilise la relation de
Chasles.

k—1 N
P(X=k) =) P(Z=n)Pr(X =k)+ Y P(Z=n)Py_pn(X =k
n=0 n=~k
nvk n;k

>0+ (
SO E) G o
-y (]Z) (Z;f) @N (%)npm —pyh

Dot en posant i =n — k

-0 (EC ) € ) o

On regroupe les puissances en faisant apparaitre N — k — 1 et ¢
k N—k N—k—i i
A (MY (YR (2 L-p
6 k — 1 6 6
_ (N (P)’“ 54+1—p\" "
\k/)\6 6
N\ /p\* p\N—k
()@ e-y
WIONE

8. On reconnait bien ici une loi binomiale de paramétres (N, p/6).

Questions supplémentaires :

1. Soit 'Y le nombre de faces obtenues. Déterminer la loi de Y .
En inversant les réles de pile et de face on obtient de méme que Y suit une loi binomiale
de parameétres (N, q/6) ot g =1 — p.

2. X etY sont elles indépendantes ¢
P(X=N)N(Y =N))=0car (X =N)N(Y = N) est un événement impossible (on
aurait 2N lancers). OrP(X = N) #0etP(Y = N) #0. DoncP((X =N)N(Y = N)) #
P(X =N)P(Y =N) et X etY ne sont pas indépendantes.
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Exercice. — Soit F un espace vectoriel de dimension finie. Soient F' et G deux espaces vec-

toriels supplémentaires de E. On considére p la projection sur F' de direction G. On définit s
par

s =2p—1id ou id est 'application identité de E.
Montrer que s est une application linéaire de F vers F.
Montrer que s? = id.
Montrer que s est une application linéaire bijective de E vers F.
En déduire Ker(s) et Im(s).
Montrer que Ker(s —id) et Ker(s + id) sont supplémentaires dans E.

AN



Correction. — 1. Soient (z,y) € E? et A€ R, on a
s(Az+y) = (2p—id)(Az+y) = 2p(Az+y)—(Az+y) = 2Ap(x)—p(y) —Az—y = As(z)+5(y)

Donc s est une application linéaire. De plus p : £ — E et id : E — E donc s est une
application linéaire de E vers E.

2. Soit x € F,

s*(x) = s(2p(x) — x) = 25(p(x)) — s(x) = 2[2p*(x) — p(z)] — 2p(z) + 2
= 22p(x) — p(z)] = 2p(z) + ==

Donc s? = id.
3. On a 52 = so s = id donc s est bijective de E vers F et s7! = s.
4. Comme s est bijective Ker(s) = {0g} et Im(s) = E.
5. Soit z € Ker(s —id) N Ker(s 4 id) alors s(z) =z et s(z) = —z. D'ot z = —z et © = 0.

On va montrer que Ker(s +1id) = G : soit x € Ker(s +id) on a s(x) = —z. Comme
E=F &G, il existe (xp,z¢) € F X G, tel que © = zr + x5. On a alors

—r=—zp—xg=5() =s(xptrg) =2p(rrp+rg)—Tr—26 =2xp—Tp—Tg = Tp—Tqg

donc zp =0 et © = z¢. Donc x € G et Ker(s +1id) = G.
De méme Ker(s —id) = F : soit « € Ker(s —id) on a s(x) = z. On a alors

r=xp+xg=s(x)=s(xptrg) =2p(rr+rg)—Tp—2g=22Tp—Tp—Tg=2TF—2Ig

donc zg =0 et x = zp. Donc z € F et Ker(s —id) = F.
Donc Ker(s —id) et Ker(s 4 id) sont supplémentaires.

Autre méthode : s2 = 1 donc X?—1 est un polyndéme annulateur de s. En conséquence
Sp(s) = {—1,1} et s est diagonalisable. Par théoréme ceci est équivalent au fait que les
espaces propres associés a —1 et 1 sont supplémentaires.
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Exercice. — On considére 'application

SANE I

f: R? — R?

Montrer que f est un endomorphisme de R2.

Déterminer A, la représentation matricielle de f relativement & la base canonique de R2.
Montrer que 2 est valeur propre de A.

La matrice A est-elle diagonalisable ?

Soit F := {(—1,1),(1,0)}. Déterminer 7', la représentation matricielle de f relativement
a la base F.

Soit P la représentation matricielle de F relativement a la base canonique de R?. Calculer
Pt

7. Pour tout n € N*, déterminer 7™ en fonction de n.

8. Pour tout n € N*, en déduire A" en fonction de n.
9. Déterminer f1°(1,1).



Correction. — 1. f est isomorphe & X — AX ou

=13

qui est un endomorphisme de R2. Donc f est un endomorphisme de R2.

2. On a
1 —1
A= (1 3)

<;7) ceKer(A-2l) & x=—y

Donc {(1,—1)} est un vecteur propre de A associé a la valeur propre 2.

4. On calcule det(A — A\I) = (A — 2)% Donc la seule valeur propre est 2. Donc si A était
diagonalisable on aurait A = P(2I)P~! = 2I. Donc A n’est pas diagonalisable.

5. On a -
=0 s)
6. On a 01
P_1:<1 1)
7. On pose

01
= (0 o)
On aT =21+ N. 2[ et N commutent, donc d’aprés la formule du binéme de Newton

on a

n

n n—1
k=0

n2"l o 2n 4 p2n!
Jao _ (2101020 1020\ _ (4 =5
10.2°  20410.2° 5 6

= (5 9) () = ()

n __ n—1 o n—1
A" = pTnp-t — on-lppp-l — (2 n2 n2 )

9. On calcule
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Exercice. — Soit X une variable aléatoire de loi exponentielle de paramétre 2.
On pose Y = eX.

1. Déterminer et tracer la fonction de répartition de X.
Calculer et tracer la fonction de répartition de Y.

Montrer que Y est a densité et déterminer une densité de Y.
Calculer P(Y = 1).

Calculer P(Y <1/2).

Calculer P(2 <Y <5).

Montrer que Y admet une espérance et la calculer.

N O e W



Correction. — 1. On a Fx(z) = (1 — € 2*)1(g+00) (). Sa représentation graphique est

2. On a

Fy(y) =P(Y <y) =P(e” <y) =P(X <In(y)) = Fx(In(y)) = (1 - %) L1, 100) ()

Sa représentation graphique est

3. Fy est de classe C° sur R et de classe C! sur R\ {1} donc Y est a densité. De plus la loi
de densité est donnée par

fr(y) = %ﬂu,m) (v)

Y
OnaP(Y =1)=
. OnalP(Y <1/2)=
- Ona 24 3 21

( 0) =) =) =55 = 1 = 15

7. On a

. 49

E(Y)= lim —dy =2
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Exercice. — On note R[z]| I’ensemble des polynomes réels et pour k € N, Ri[z] 'ensemble des
polynémes réels de degré inférieur ou égal a k.

On considére n points du plan notés M; = (a;, b;), pour i € [1;n]. Pour tout (4, 5) € [1;n]?,
on considére que
i #] = a; #aj.
On dit qu'un polynéme p € R[z] est un polynome d’interpolation des points (M;)icpi;n] si pour
tout i € [1;n], on a p(a;) = b;.
On définit les n polynoémes de Lagrange (Ly)keim] :

r — a;

Vo € R, Lk((E) = .
. ax — a;
i€[[1,n]]\{k}
1. (a) Pour tout k € [1;n], calculer Lg(ay).
(b) Pour tout (k,j) € [1;n]?, calculer Li(a;) pour k # j.
(c) Soit (bg)kefi:n]. Montrer que Y, _, by Ly est un polynome d’interpolation des points
(M:)iei;m)-

2. On consideére 'application
@ R,4[z] — R
p — (p<az)>1€[[1,n]]

Montrer que ¢ est une application linéaire.
Pour tout k € [1;n], calculer ¢(Lg).
Soit £ = (Li)kep;n]- Montrer que £ est une base de R,,_;[z].

—~ T
o T
S— e N

—~
o,

Déterminer la représentation matricielle de ¢ relativement a la base £ et a la base

canonique de R".

(e) En déduire que ¢ est une bijection de R, _;[x] dans R™.

(f) Interpréter ce résultat en terme de polyndome d’interpolation.

(g) Dans le cas n = 3. Déterminer G, la représentation matricielle de ¢ relativement aux
bases canoniques de Ry[z] et R3.

(h) La matrice G est-elle inversible ?



Correction. — 1.(a) On a

(b)

(b)

ar — G,
Vr e R L = I I =1.
ren »(0%) . ar — a;
ie[[Ln]]\{k}
Pour k£ # j, on

veeR  Le)= [[ Z—'=o0.
ieltn\ky ©

Car le terme ¢ = j du produit est nul.

D’aprés les questions précédentes
n
pla;) = Z b Li(a;) = b; .
k=1

Donc p est un polynéme d’interpolation des points (M;)ic[i;n]-

Par la structure vectorielles de ’ensemble des applications et de R" on a évidemement
pour (pa q) € Rn,1[$]2 et A € Ra

o(p+Aq) = o(p) + Ap(q) -

Pour tout k& € [1;n], ¢(Lr) = (Lr(a))icpyny- D’aprés les questions précédentes,
Ly(a;) vaut 1 sii =k et 0 sinon. ¢(Ly) représente donc le k-iéme vecteur de la base
canonique de R".

Montrons que cette famille est libre : soit (ay)reqin) tel que

iakLk:O
k=1

On a pour tout i € [1;n]
0= Zak Li(a;) = «; .
k=1

Donc la famille £ est une famille libre de n — 1 éléments de R,,_;[z] donc c¢’est une
base de R,,_[z].

D’apreés question 2(b), la représentation matricielle de ¢ relativement a la base £ et
a la base canonique de R" est [,,.

Comme la représentatin matricielle de ¢ relativement a la base £ et a la base cano-
nique de R" est inversible, ¢ est une bijection de R,,_[x] dans R™.

Quand on prend un nuage de n points d’abscisses distincts, il existe un unique poly-
nome d’interpolation parmi les polynémes de degré inférieur ou égal a n — 1.

La premiére colonne est la matrice de (1), la deuxiéme ¢(X), la troisiéme p(X?),
d’ou

2
1 a1 af

2

G=1[1 a a;
2

1 az a3

G est inversible car c’est une matrice représentant ¢ qui est bijective.
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Exercice. — Pour tout (a, 3,n) € R? x N, calculer

B
/ (t— a)"(t — B)dt.



Correction. — Pour (a, 3,n,m) € R? x N2 on pose

B
Ly = / (t— a)™(t — B)"dt.

On intégre par parties pour obtenir une relation entre I, ,, et I, 1 41 :

n+178 B
(t —p)"* m -1 1
Lp, = t—a)"—->—| — t—ao)™ et - B)"de
o= e - Moy )
m
= - T 1n41-
n—+1 L+l
D’autre part, pour tout p € N, on a
B (a _ B)erl
Iy, = t—p)Pdt = ———.
0,}) /a ( ﬁ) p+1
Une récurrence immeédiate donne alors
m(m—1)...1 (a0 — g)mAntt

_ (_ )m—i—l

]m,n -

En particulier, I'intégrale recherché vaut I, ,,, c’est-a-dire

n! (a _ 5)2n+1
(n+1)...2n) 2n+1

In,n = (_1)n+1

m+1)(n+2)...(n+m) m+n+1

i 1(a_5)2n+1
= (=0 2n+1)(*")’
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Exercice. — On considére trois suites (2, )nen, (Un)nen €t (2n)nen définies par la relation de
récurrence

Tpy1 = 2z, — Yn + 2zn
Ynt1l = 3Ty — 2y, + 42,
Zp4+1 = 2z, — 2yn + 32,

les réels xq, yo et zp étant donnés.

1.

Ecrire le systéme sous forme matricielle V,,,; = AV,, ou

Vn = Un

Déterminer I'application linéaire f : R® — R? dont la matrice dans les bases canoniques
de R? est A.

3. Montrer que V,, = A"V,, pour tout n > 1.
4. On considére la famille £ := {(1,1,0),(0,1,1),(1,0,0)}. Montrer que £ constitue une

X N oo

base de R3.

Déterminer M, la représentation matricielle de f dans la base £.
Pour tout n > 1, calculer M™.

En déduire A™, pour tout n > 1.

Pour tout n > 1, exprimer x,, y, et z, en fonction de n, xy, yo et zo.



Correction. — 1.

2 -1 2
A=13 -2 4
2 -2 3
2.
f: R3 — R?
x 20 —y + 2z
Y — | 3x — 2y + 4z
z 20 — 2y + 3z

3. Soit P(n) la propriété : «V,, = A"Vp».
P(1) est vraie
Supposons P vraie & un certain rang n. Alors

Vit = Av, = AA™, = ™Y,

Donc P est héréditaire et P est vraie pour tout n > 1.

4. On considére la matrice associée a la famille :

1 01
1 10
010
Sa réduite de Gauss est
1 0 1
01 -1
00 1

qui a 3 pivots non-nuls. La famille est donc une famille de 3 vecteurs qui forme une
famille libre de R? elle est donc une base de R3.

5. On a

6. Soit

Il
coo
oo+
=R R

Ona M =1+ N. On calcule

<

|
coo
coo
=R=N\)

Et pour tout k > 3, N¥ = 0.
Les matrices I et N communtent. On peut donc appliquer la formule du binéme de
Newton : pour tout n > 1,

S

~1
M”:[+nN+—"<”2 Jy2 =

o O -
O~ 3
)
=3



7. Ona M = P 1AP avec

1 0 1 0o 1 -1
P=1110 et Pt=[0 0 1
010 1 -1 1
On calcule
1+ n? —n? n + n?
A= | 2n+n?> 1—2n—n2 3n+n?
2n —2n 2n +1
8. On a donc

T, = (1 +n?)zo — nyo + (n +n?)z
Yo = (2n +n?H)zo + (1 — 2n — n?)yo + (3n + n?)z
Zn =2nxo — 2nyo + (2n + 1)z
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Exercice. — On effectue des tirages successifs dans une urne contenant initialement une boule

blanche et une boule noire et :
e Si on pioche une boule noire on s’arréte.
e Si on tire une boule blanche, on double le nombre de boules blanches et on continue.

Soit A,, 'événement : «aprés n tirages, la boule noire n’a jamais été tiréey.

1. Si la boule noire n’est pas tirée lors des n premiers tirages, quelle est la composition de
I'urne pour le prochain tirage ?

2. Montrer que :

27L
. P(A) = ——P(A,).
3. Soit pour n € N*, v,, := —In(P(A4,,)). Déduire de la question précédente que

1
VneN, v,01—v,=1n <1—|—2—n> )
4. (a) Montrer que pour tout z € R, In(1 + z) < x.
(b) En déduire que
1
\V/TZGN*, Un+1—?}1§1—2—n.
(c) Justifier que (vy,),>1 converge vers un réel [.

5. En déduire que (P(A,))n>1 converge vers un réel strictement positif.



Correction. — 1. Une boule noire et 2™ boules blanches.

2. On a o
Pa, (Api1) = .
An (An) = 5 1
Par la formule des probabilités composées donne

P (An+1) =P (An) PAn(An+1)

car A, C A,.

3. On a
2" 2" +1 1
vn+1:—ln(un+1):—ln<un~2n+1):—ln(un)—i—ln( 2—: >:vn—|—ln(1+2—n)
4. (a) Soit
f R, - R
r — x—In(l+xz)
On a
f/: R+ — R
1 T
r — 1-— = .
142 1+=x

Donc f’ est positive et f est croissante sur R*. Or f(0) = 0 donc f est positive ou
nulle sur R’ ce qui assure le résultat.

(b) On applique I'inégalité de la question précédente a z = 1/2% on a

. 1
VI{TEN, Uk+1—Uk§?.
En sommant on obtient :
1 Ly
Z(Uk—i-l_vk)_ ok S Upy1l — U1 3 i =1- 3
k=1 k=1 1——

(c) La suite (v,)n>1 est croissante, car

1
Vn € N, vn+1—vn:1n(1+2—n) > 0.
La suite (v,)n>1 est aussi majorée par 1+ v; d’aprés l'inégalité précédente. Donc
(Un)n>1 converge vers un réel ¢ d’aprés le théoréme de convergence monotone.
5. Pour tout n € N*, on a P(A,,) = e . D’ou, par composition, (P(A4,)),>1 converge vers
et
Question subsidiaire : Quelle est la probabilité que la boule noire soit tirée ?
L’événement : «la boule noire est tiréey, est le contraire de «la boule noire n’est jamais tirées.
Or l’événement «la boule noire n’est jamais tiréey est égal a

“+00
4
n=1
Or, comme (A,), est une suite décroissante d’événements, le théoréme de la limite monotone

donne
+o0
P (ﬂ An) = lim P(A,) = lim u, = e .
n=1

n—0o0 n—oo

La probabilité que la boule noire soit tiréecherchée vaut 1 —e™*.
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Exercice. — On vous propose de jouer & un jeu dont le gain a chaque partie suit une loi
uniforme & densité sur [0,1]. On peut jouer jusqu’a deux parties que I’'on suppose dans ce cas
indépendantes. On note X; et X5 les gains respectifs de chacune des deux parties.

1. Donner les fonctions de répartition F'x, et Fly, des variables X; et Xs.

2. Dans cette question vous devez jouer deux parties et votre gain final Y est le plus grand
des gains de ces deux parties.

(
(

(c) Montrer que Y est admet une densité et déterminer une densité de Y

a) Exprimer Y en fonction de X; et Xs.
b) Déterminer la fonction de répartition de Y.

(d) Déterminer 'espérance de Y.

3. Dans cette question, on suppose que vous avez le droit de jouer deux parties, et votre
gain final Z est le gain de la derniére partie jouée. Vous décidez alors de la stratégie
suivante : Vous fixez un seuil « €]0, 1] et

e si le gain de la premiére partie est au moins égal & « alors vous arrétez le jeu aprés
cette premiére partie,
e sinon vous jouez une seconde partie.

(a) Montrer que si < « alors la fonction de répartition F de Z satisfait :
Fy(x) = Fx,(a) Fx,(z) .
(b) Montrer que si x > « alors :
Fy(z) = Fx,(a) Fx,(x) + Fx,(x) — Fx, (@) .

(c) Déterminer Fy.
(d) Montrer que Z est admet une densité et déterminer une densité de Z.
(e) Déterminer l'espérance de Z.



Correction. — 1. On a évidemment

0 siz<0
PX;<z)=PXy<z)=< z si0<zx<1
1 siz>1

2. (a) Y = max{Yy,Ys}.
(b) On a par indépendance

PY <z)=P((X1 <2)N (X2 <2)) =P(X; <z2)P(X; <x)= Fx,(x) Fx,(x)

0 siz<O0
=< 22 si0<z<1
1 siz>1

(c) Fy est continue sur R et de classe C! sur R sauf évntuellement en 0 et en 1. Or

lim Fy( ) =0= Fy(O) et lim Fy(y) =1= Fy(l)

y—O+ y—1—

Donc Fy est continue sur R.
Déterminons une densité de Y : pour tout x € R\ {0, 1},

0 siy<O
fry) =TFy(y)={ 2y si0<y<l
0 siy>1

On peut poser fy(0) =0 et fy(1) = 2. Une densité de Y est ainsi donnée par

fy(y) =2yl (y) -

1
9
/yfy(y)dyz/ y2ydy=§
R 0

donc Y admet une espérance et cette espérance est égale a 2/3.

(d) On calcule

3. (a) Siz < « cela signifie que (X; < ) et (X3 < ). On a donc par indépendance
Fz<£[)> = ]P)(Z < I’) = ]P((Xl < CY)H(XQ < l’)) = ]P(Xl < Oé) ]P)(XQ < 33') = FX1 (CK) FX2($) .

Ce qui est le résultat attendu.

(b) Si z > « cela signifie @« < X; < z ou (X; < a et Xo < z). On a donc par
indépendance

e <<X1 SN < 2
= Fx, (z) — Fx,(a) + Fx, (a) Fx,(2) .

Ce qui est le résultat attendu.

(¢) Siz < a, comme X suit une loi uniforme on a

Fy(x) = Fx,(a) Fx,(2) = a Fx,(x) = axlzepqr) -



Six > «, comme X et X5 suivent une loi uniforme on a

Fz(x) = Fx, () — Fx,(a) + Fx, (@) Fx,(z) = Fx,(7) — a + a Fx,(7)
B (a+1l)zrx—a sia<z<1
_{1 six>1

Finalement on a

0 siz <0
azr si0<zr<a

Fz(w) = (a+)r—a sia<z<1
1 siz>1

(d) Evidemment F, est une fonction continue sur R et de classe C' sauf éventuellement
en 0, a et 1. De plus on a

lim Fz(x) =0=Fz(0) , lim Fz(z)=Fz(a) et lm Fy(x)=Fz(1)

z—0— T—a~ z—1t

donc Fz est continue sur R. Donc Z admet une densité.

De plus,
0 six >0
L B o si0<z<a
fra)=Fz(1) =3 |11 Gacr<el
0 six>1

En posant fz(0) =, fz(a) = a et fz(1) = a+ 1 on obtient

0 siz>0

«Q si0<z<a
fz(z) = a+l sia<z<1

0 siz>1

(e) On a
E(X) = / z fz(z)dr = /lzzzfz(:c) dx
donc l'intégrale est définie. De pis, on calcule 0
E@):%@u?+a+n.

Question supplémentaire : Pour quelle valeur de « cette deuxiéme stratégie est-elle opti-
male ¢
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Exercice. — Pour tout (n,p) € N* x N, calculer

1
L, ::/ z"(lnx)Pdx .
0



Correction. — Pour (n,p) € N* x N, 'application = — 2™ (Inz)? est définie et continue sur
10,1]. Comme n > 1, les théorémes de comparaison usuels entrainent que cette fonction se
prolonge par continuité en 0. Ceci justifie 'existence de I, ,,.

On remarque que

On définit pour a > 0 :

Par intégration par parties on a

1
Cn+1

1 _ ,n+1 1 P
I, p(a) [x"“(lnx)p}i— P / 2" (Inz)P~tdr = a"" (Ina) b Ip-1.

n—+1 n—+1 41
On passe a la limite en faisant tendre a vers 0O :

p
n+1

Iy

n,p

Finalement,

P Xk (Dl 1 (-1
P ) x(n D)X x(n+ )T n+)Pn+l (n4 1Pl
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Exercice. — On considére la suite (u,),eny de terme général :

1 n
/ < dx
Uy = .
0o Vv 14+«
Justifier que pour tout n € N, u,, est bien défini.

Montrer que la suite (u,),en est minorée par 0.

Montrer que la suite (u,)nen est décroissante.

= W

Montrer que, pour tout n € N :

1 1 1

<u, <
V2(n+1) = " T n+41

5. Déterminer la limite de la suite (uy,),en.

6. En faisant une intégration par parties, montrer que, pour tout n € N :

(n+1) —1+1/1 i d
PTYIRTE T2y Rt

7. Déterminer :
1 xn+1

e

8. En déduire qu’il existe a € R tel que :



Correction. — 1. Pour tout n, la fonction

xn

Vi+z

est continue sur [0, 1] car 1 + = > 0. Donc 'intégrale est bien définie.

X —

2. Pour tout n, la fonction

xn

Vi+tz

est positive sur [0, 1] donc I'intégrale est positive ou nulle.
3. Comme z € [0,1], on a z"™! < 2. En divisant par /1 + x > 0 et en intégrant on obtient

X —

1 " 1 xn—i—l
un:/o ﬁdxg/o ﬁdx:unﬂ.
Donc la suite (uy,)nen est décroissante.
4. Comme z € [0,1], on a 1 < /1 +z < /2. D’ou1 par décroissance de la fonction inverse
1

1
— <
V2 T 1+

<1

Ainsi
xn

xn
Z<
V2 T V1t

<z"
En intégrant on obtient

i R 1
—dxﬁ/ dxﬁ/ z"dx
/0 V2 o Vitaw 0

ce qui donne le résultat annoncé.

5. Par le théoréme d’encadrement on obtient que la suite (u,),en converge vers 0.
6. Par intégration par parties on a

L n 1 1 Zntl Zntl 1
Uy = / dz = / dz + [ ] .
o Vitua 2(n+1) Jo (14 )32 (n+1V1+z],
D’on

1 :L,n+1

! 1
e 2(n+1)/o Aot (n+1)vV2'

On obtient le résultat annoncé en multipliant par n + 1.

7. Comme précédemment on a, pour tout z € [0, 1],
1 1

27 S Trapr =
Dot +1 +1
z" z" el
37 = 5 ST
2 (1+2)
et

11 /1 g+l 4y < L
—_— ——doe < —— .
282 +2 7 Jo (142)327 — n+2
On en déduit que cette intégrale converge vers 0 lorsque n tend vers oc.

8. On a X
lim (n+1)u, = —

n—o0 \/5

1 1 n 1 1 1—|- 1
Up = —= 0 =——+o(—]).
Von+1 n+1 V2n n

d’ou




I Toulouse
School of
Economics

CONCOURS BLSES 2024

Epreuve orale d’admission : Mathématiques

e Planche n° 10 : Deuxiéme partie — Exercice sans préparation,
e Les documents ne sont pas autorisés.

Exercice. — Soit A € M3(R) ot M3(R) désigne 'ensemble des matrices carrées de taille 2.
1. Montrer que la famille {I, A, A%, A3, A} est lite.
2. Peut-on toujours extraire une base de My(R) de la famille {I,, A, A%, A3 A*}?
3. Montrer que si Iy € Vect(A, A% A3, A1), alors A est inversible.
4. Soit A non inversible. Peut-on affirmer que I, ¢ Vect(A, A%, A3 A%)?
5. On suppose ici Iy ¢ Vect(A, A%, A3, A%).
(a) Justifier que la famille {A, A%, A3, A%} est lice.
(b) En déduire que A n’est pas inversible.



Correction. — 1. Le cardinal de la famille est strictement supérieur & la dimension de
Iespace vectoriel : la famille est donc liée.

2. Non, par exemple lorsque I, = A. On peut aussi penser aux symétries, aux rotations
d’angle 7/4 etc.

3. Il existe (a,b,c,d) € R* tel que I, = aA + bA? + cA3 + dA*. Par conséquent, I, =
A(aly +bA + cA? + dA3). D’on A inversible, d’inverse aly + bA + cA? + dA3.

4. Cette question est la contraposée de la question précédente. Elle est donc vraie.

5. (a)

(b)

Puisque I, ¢ Vect(A, A%, A3 A1), le rang de la famille {A, A%, A3 A1} est inférieur
ou égal & 3. Autrement dit, la famille est liée.

Supposons A inversible. Comme la famille { A, A%, A3, A1} est liée, il existe (a, b, ¢,d) €
R*/{(0,0,0,0)} tel que aA+bA%+cA3+dA* = 0. On adonc A(al,+bA+cA%+dA3) =
0. En multipliant & gauche par A1, il vient aly +bA +cA? +dA® = 0. a est nécessai-
rement nul, sans quoi on aurait Iy € Vect(A, A%, A3 A?). 1l vient bA+cA?+dA3 = 0.
En réitérant, (ou en appliquant la méme méthode) on obtient b = 0, puis ¢ = 0
et enfin d = 0 ou une absurdité. On a ainsi montré par ’absurde que A n’est pas
inversible.
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Exercice. — Pour tout entier n > 3, on pose

fn: Ry — R
r — x—nlnzx.

1. Soit n > 3. Montrer que I’équation f,(xz) = 0 admet une unique solution dans U'intervalle
|1,2[. On appelle a,, cette solution.

2. Montrer que la suite (a,),>3 est décroissante.

3. Montrer que la suite (a,),>3 converge et déterminer sa limite.
4. Déterminer le développement limité a ’ordre 2 en 0 de
In(1+1¢)

t—
14 1+t

5. On admet que la fonction ¢ admet une réciproque 1 au voisinage de 0 et que ¥ admet
un développement limité a l'ordre 2 en 0. Déterminer le développement limité a ’ordre
2 en 0 de 9.

6. En déduire les constantes A, B, C' telles que :



Correction. — 1. La fonction f, est continue sur R* donc sur [1,2]. De plus f, est déri-
vable sur R et

Ve e [1,2], f’(x):?<0

n

Donc f est strictement décroissante sur |
réalise une bijection de [1, 2] sur [f(2), f(
admet une unique solution sur |1, 2[.

2. On a

2]. De plus f(1) =1 > 0et f(2) <0. Donc f,

17
1)]. Comme 0 € [f(2), f(1)], I'équation f,(z)+0

foti(an) = a, — (n+1)In(a,) = a, —nln(a,) —In(a,) = fu(a,) —In(a,) = —In(a,) <0
Or fui1(ani1) = 0 et f,41 est décroissante sur [1,2] donc a, > a,41 et la suite (ay,)n>3
est décroissante.

3. Comme a, > 1 et que la suite (a,),>3 est décroissante, la suite (a,),>3 converge vers
une limite ¢ € [1,2]. A la limite on a

Qn

folan) =0 < In(a,) = .

donc par passage a la limite In(¢) = 0, donc ¢ = 1 car In est continue. Ainsi la suite
(@n)n>3 converge vers 1.

4. On a (1 ) 5
n(l+t 9 9
— =t — -t t7) .
1+t ot tolt)

5. On admet que ¥ admet un DL :
U(z) = a+ bt + ct* + o(t?)

Or Vo ¢ =id donc
39 39 2
t=v(pt)=a+b t—Et +c t—Et + o(t%)
Par identification on a @ =0, b =1 et ¢ = 3/2. Donc

U(r)=t+ th + o(t?)

6. On a
a, = nln(ay,)

Posons ¢,, = a,, — 1. On a

In(1+e,) 1

1 1
—_ — n) = — n:\If —_
T2 N<:><,0(5) See (n)

Comme lim,,_,, 1/n = 0 la question précédente implique

g(_1,31 (1
n) n  2n2 On2

D’oui 'on obtient le résultat avec A =1, B=1et C = 3/2.
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Exercice. — On considére un réel o > 0 et une variable aléatoire X a valeurs dans N telle
que pour tout n € N* on ait :

Pour tout n € N, déterminer P(X = n) en fonction de a et de P(X = 0).
Déterminer P(X = 0).
Déterminer la loi de X.

Déterminer 'espérance et la variance de X.

AR

Pour quelle(s) valeur(s) de n la probabilité P(X = n) est-elle maximale ?



Correction. — 1. Soit la propriété P(n) :

MXzM:%PM:m.

P(1) est vraie.
Supposons que P(n) soit vraie au rang n. Alors

a an-i—l

]P’(X:n+1):n+1]P’(X:n):m

P(X = 0)

donc la propriété est héréditaire et P est vraie pour tout n > 1. P est aussi vraie au
rang 0 donc P est vraie pour tout entier n.

2. On doit avoir

+E.O]P’(X:n)zl

donc
+00 am
Y —=P(X=0)=1
n!
n=0
or
+oo 4
a o
—_ e
n!
n=0

donc P(X =0) =e™ .
3. X suit une loi de Poisson de paramétre a.
4. Ona F(X)=aet V(X) =a.

5. On a
P(X =n+1) o

P(X =n) n+l
donc P(X =n+1) > P(X = n) si et seulement si n < o — 1. En conséquence, si a n’est

pas entier P(X = n) atteint son maximum en la partie entiére de a. Si « est un entier,
P(X = n) atteint son maximum en n =« — 1 et en n = a.
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Exercice. — On considére la fonction f définie sur R par :

f: R —- R
r — e Texp(—e ).
1. Etablir le tableau de variations de f.
2. En déduire le maximum de f.
3. Montrer que f est une densité.

On dit qu'une variable X suit la loi de Gumbel de parameétres (p, A) € R x R% | et
on note X < G(u, A) si X admet pour fonction de répartition la fonction

F..: R — R
x> exp(—el0/A)

4. Montrer que la loi dont la densité est f est une loi de Gumbel. La loi associée est appelée
loi de Gumbel standard.

5. Soit (p4,A) € R x R%, montrer que :

X —
X =GN & = N TR
6. Montrer que si une variable U suit la loi uniforme sur |0; 1] alors
—In(—In(U)) <= G(0,1) .

7. (a) En utilisant le changement de variable y = — In(¢), montrer la convergence de l'inté-
grale

/1 —In(—In(¢))dt .

(b) Soit X «— G(0,1). En déduire que X admet une espérance.



Correction. — 1. On calcule
fl(x) = —e “exp(—e ™) +e e Texp(—e ¥) = e (1 —e ) exp(—e )

Donc f croissante sur | — 0o, 0 et décroissante sur |0, +o0|.
2. f a un maximum en 0 égal a 1/e.

3. f est continue et positive sur R. On a aussi

/R f(2)dz = fexp(—e)]*2 = 1

Donc f est une densité.
4. On a Iy, (7) = f(x) donc la loi de densité f est une loi de Gumbel de paramétres (0, 1).
5. Posons x
— i
Y =—+".
A

On a X(©2) = R donc Y(£2) = R. De plus pour tout =z € R,

Fy(x):P(YSx):P(X;MSm) — P(X <+ \x) = Fx(u+ )

Donc Y < G(0,1).
6. On pose V = —In(—1In(U)). On a U(2) = [0, 1] donc V(£2) = R. De plus on a

Fy(x) =P(V <z)=P(—In(—-In(U)) <z) =P(U <exp(—e ")) = Fy1(z) = exp(—e™™)

car exp(—e™*) € [0,1].

7. (a) L’intégrale est impropre en 0 et en 1. On pose u = — In(¢) qui est un C'-difféomorphisme
de ]0,1] sur [0, +o0[, on obtient

/0 L In(— In(t))dt = /0 T In(u) e du .

Au voisinage de 0 : In(u)e™ ~ In(u) qui est intégrable positive au voisinage de 0.
Donc l'intégrale est convergente en 0.
Au voisinage de +o00 : u*In(u)e ™ < 1 donc In(u)e™ < 1/u? qui est intégrable au
voisinage de +o0o. L’intégrale est donc convergente au voisinage de +o00.

Donc 'intégrale est convergente.

(b) On pose V = —In(—In(U)). D’aprés le théoréme de transfert X :

E(Y):E(—ln(—ln(U))):/R—ln(—ln(t))fU(t)dt:/O —In (= In(#)) dt

qui est convergente d’apreés le question précédente.
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Exercice. — On considére 'application

f: 0;400] — R
t2 —tin(t) sit>0
0 sit=0.

t

On rappelle 0,69 < In(2) < 0,70.

1.
2.
3.

Montrer que f est continue sur [0; +ool.
Dresser le tableau de variations de f.

On note C; la courbe représentative de f dans un repére orthonormal. Déterminer I'équa-
tion de la tangente & Cy a l'origine.

Montrer que f admet un unique point en lequel f” change de signe. On déterminera ce
point.

5. Tracer précisément 1’allure de la courbe.
6. Résoudre f(t) =1 sur [0; +o0].



Correction. — 1. f est continue sur |0; +-o00[. De plus

lim #* —tIn(t) = 0 = f(0) .

t—0t

Donc f est continue sur [0; +o0].

2. De plus f est de classe C? sur ]0; +00[. Pour tout ¢ de ]0; +oc[, on a
fft)=2t—1In(t)—1.

Pour tout ¢ de ]0; +o0],
1
=2
t
Donc f’ est décroissante sur [0,1/2[ et croissante sur ]1/2,+oo[. Donc elle admet un
minimum en 1/2, qui vaut In(2) > 0. Donc f est croissante sur [0, +o0] :

x 0 400
r +
+00
/ . _—
3. Pour tout t > 0,
f<t> B f(O) —t— hl(t)
t

qui tend vers +oo lorsque ¢ tend vers 0. Donc Cy admet en 0 une (demi)-tangente verticale
d’équation x = 0.

4. Comme f” est négative sur [0, 1/2] et positive sur [1/2,4+00[ donc f a un unique point
d’inflexion en 1/2.

5. D’apres les questions précédentes on a :

La pente en 1/2 est donnée par f/'(1/2) = In(2).

6. La fonction f est croissante de [0, 400 & valeur dans [0, +o00], donc il existe une unique
solution & f(t) = 1. Comme f(1) =1, 1 est I'unique solution.



