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"Les rapports juridiques entre alli�es sont moins int�eressants que les

rapports de force."
Maurice Duverger, Les Partis Politiques, Chapitre 7, Armand Colin, 1954

Abstract

L'objet de cet article est d'o�rir une pr�esentation synth�etique des principaux travaux
th�eoriques et empiriques portant sur la formation des coalitions �electorales et gouverne-
mentales et utilisant comme socle m�ethodologique la th�eorie des jeux coop�eratifs avec
ou sans utilit�e transf�erable.

1 Introduction

Cet article est une visite guid�ee des principales contributions consacr�ees �a l'analyse de la for-
mation des alliances �electorales et gouvernementales et partageant comme socle m�ethodologique
la th�eorie des jeux coop�eratifs. Le postulat fondamental de cette �etude est que les coalitions
politiques ont un pouvoir sup�erieur �a la somme des pouvoirs de leurs membres. Comprendre
pourquoi et comment se forment des coalitions dans le jeu politique est un sujet qui occupe
une place importante dans le champ de la science politique contemporaine. Plusieurs trait�es
fondamentaux ont �et�e consacr�es �a ces questions, au nombre desquels ceux de De Swann
(1973) et Riker (1962).

Du point de vue substantiel, cet article se propose d'examiner les questions suivantes.
Pourquoi et comment se forment les gouvernements de coalition, c'est �a dire les gouverne-
ments parlementaires constitu�es par des membres de plusieurs partis qui ont accept�e de

�Nous remercions Peter Sudh�olter de ses r�eponses fouill�ees �a certaines questions que nous lui avons pos�ees
dans le cadre de la pr�eparation de cet article.

yToulouse School of Economics et Institut Universitaire de France.
zToulouse School of Economics et CNRS. Van der Straeten remercie l'ANR-Labex IAST pour son soutien.
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coop�erer1? Peut-on pr�edire leur taille, leur composition ainsi que leur programme politique
et la r�epartition des portefeuilles minist�eriels ? Pourquoi et comment plusieurs partis ou
candidats d�ecident-ils de former des alliances avant ou pendant une �election et non pas
apr�es ? Comment les partenaires au sein de ces alliances partagent-ils les gains d'une telle
coop�eration ? En particulier, pour ce faire, suivent-ils des normes ou principes inspir�es d'une
forme de justice ou se livrent-ils au contraire �a des marchandages exploitant leurs rapports
de force ?
Dans son c�el�ebre trait�e, Duverger (1954) �ecrit2 : "Les alliances entre partis ont des

formes et des degr�es tr�es variables. Certaines sont �eph�em�eres et inorganis�ees : simples
coalitions provisoires pour b�en�e�cier d'avantages �electoraux, pour renverser un gouvernement
ou le soutenir occasionnellement. D'autres sont durables et pourvues d'une solide armature,
qui les fait ressembler parfois �a un super-parti". Il reconnâ�t que le sujet est complexe
: "La classi�cation des alliances est d�elicate : on se trouve ici sur un terrain vague et
mouvant. Il faudrait distinguer d'abord les coalitions occasionnelles et �eph�em�eres, et les
alliances proprement dites, plus durables... On emploiera donc simultan�ement les termes
de coalition et d'alliance, �etant entendu que le premier sera plutôt r�eserv�e aux ententes
occasionnelles, le second aux unions durables. Les classi�cations fondamentales des alliances
se basent sur d'autres crit�eres. Sur le plan vertical, on peut opposer d'abord les alliances
�electorales, les alliances parlementaires et les alliances gouvernementales. Les premi�eres se
situent au niveau des candidats, les secondes au niveau des d�eput�es, les troisi�emes au niveau
des ministres. Les unes et les autres peuvent coexister ou se manisfester isol�ement". Dans
notre article nous ne ferons aucune di��erence entre les mots coalition et alliance. La coalition
est un classique de la vie politique de nombreuses d�emocraties �a l'exception sans doute du
Royaume-Uni et de la France depuis l'av�enement de la 5�eme R�epublique. Cette pratique
est pourtant fort honorable3. Son �etymologie ne signi�e t-elle pas "grandir ensemble" ?
En France, le mot a souvent une connnotation p�ejorative : on trouve jusqu'au milieu du
dix-neuvi�eme si�ecle un "d�elit de coalition"4 !
Dans notre article, nous retenons en revanche la distinction que fait Duverger entre les

alliances �electorales (qui se forment avant les �elections) et les alliances gouvernementales,
qui se forment une fois le Parlement �elu. Dans son analyse des facteurs d'alliance, Du-
verger met en avant le rôle pr�epond�erant du nombre de partis et du r�egime �electoral sur
la formation des alliances. Il note qu'en r�egime bipartisan elles sont tout �a fait exception-
nelles alors qu'inversement, les r�egimes multipartisans ne peuvent qu'exceptionnellement se
passer d'alliances.5 Dans notre article �egalement, nous insisterons �a diverses reprises sur

1La raison habituelle d'un tel arrangement est qu'aucun parti seul n'a su�samment de d�eput�es pour
constituer une majorit�e au parlement.

2Il aborde la question des alliances dans la troisi�eme section de son second chapitre.
3Voir le billet d'humour d'Etienne de Montety intitul�e "Coalition" dans l'�edition du journal Le Figaro

dat�ee du 24 Septembre 2013.
4Le d�elit de coalition est institu�e par la loi Le Chapelier du 14 juin 1791 qui interdit les rassemblements

ouvriers et paysans, apr�es l'abrogation des corporations par le d�ecret d'Allarde des 2 et 17 mars 1791. Il est
abrog�e par la loi Ollivier du 25 mai 1864.

5Il �ecrit: "Elle est d'ailleurs su�samment nette pour qu'on puisse la synth�etiser en formules pr�ecises.
En principe le scrutin majoritaire �a deux tours tend �a l'�etablissement d'alliances �etroites; la repr�esentation
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l'importance du r�egime �electoral pour expliquer la formation d'alliances.

Du point de vue m�ethodologique, nous allons nous appuyer sur un cadre analytique d�eriv�e
de la th�eorie des jeux coop�eratifs. Mod�eliser le calcul strat�egique conduisant �a la formation
de coalitions et au partage des gains de la coop�eration n'est pas facile et il y a de multiples
fa�cons de proc�eder. Un point de vue non-coop�eratif va privil�egier une description de la
n�egociation cadr�ee par un jeu sous forme normale (ou extensive) o�u les actions o�ertes aux
di��erents joueurs sont d�ecrites avec pr�ecision. Par exemple, si l'issue sur laquelle porte la
d�ecision est le partage d'un ensemble de portefeuilles minist�eriels, le protocole d�ecrira qui
est habilit�e �a faire des propositions, �a quel moment, dans quel ordre (si plusieurs joueurs
peuvent faire des propositions successives), qui peut bloquer une proposition, �a quel moment
la n�egociation s'arrête, etc. Le travail consiste ensuite �a caract�eriser les �equilibres du jeu ainsi
construit. Le point de vue coop�eratif va pr�ef�erer des descriptions plus grossi�eres comme la
fonction de partition ou plus souvent encore la fonction caract�eristique du jeu qui consiste �a
associer �a chaque coalition potentielle l'ensemble des paiements qu'elle peut atteindre quelles
que soient les actions entreprises par les joueurs hors de cette coalition.6 L'avantage de cette
forme plus grossi�ere est que les pr�evisions d'alliance ne d�ependent pas de fa�con trop sensible
des d�etails du processus de n�egociation. Dans bien des cas, la forme extensive n'est pas une
contrainte pesant sur les joueurs mais plutôt la vue du mod�elisateur sur le d�eroulement du
jeu. Il est donc important que les conclusions soient robustes �a des changements arti�ciels.
Comme le note Maskin (2003, 2004): "For many years now, the cooperative side of game

proportionnelle au contraire, �a une ind�ependance compl�ete. Quant au scrutin majoritaire �a un seul tour, ses
cons�equences sont tr�es di��erentes suivant le nombre de partis qui y fonctionnent: en r�egime de bipartisme,
il engendre une ind�ependance totale; en r�egime multipartiste, il incline au contraire �a des alliances tr�es
fortes. La premi�ere tendance est �evidente : le m�ecanisme même du scrutin majoritaire �a deux tours implique
en e�et qu'au second les partis les moins favoris�es se retirent au pro�t du plus favoris�e, �a l'int�erieur de
chaque grande famille spirituelle. On distingue le retrait pur et simple et le d�esistement, o�u le candidat
qui abandonne la lutte invite ses �electeurs �a reporter leurs voix sur un de ses concurrents qu'il d�esigne
nomm�ement. Entre les deux se rencontrent mille nuances plus ou moins subtiles...mais il est naturel que
les candidats s'entendent avant le scrutin pour pr�evoir leurs d�esistements ou leurs retraits r�eciproques au
second tour". Duverger illustre son propos par des exemples emprunt�es �a l'Allemagne imp�eriale et �a la
Troisi�eme R�epublique fran�caise. Apr�es avoir comment�e les e�ets nuanc�es du scrutin majoritaire �a un seul
tour, il aborde la repr�esentation proportionnelle et �ecrit: "Par nature, la repr�esentation proportionnelle est
un scrutin isolateur: elle tend �a conf�erer �a chaque parti une autonomie �electorale compl�ete. Mais donnant tr�es
rarement �a un seul parti la majorit�e absolue, elle implique malgr�e tout des alliances parlementaires. Cette
contradiction entre le plan �electoral et le plan gouvernemental n'est pas l'un des moindres d�efauts de la R.P.
: rendant les partis totalement ind�ependants les uns des autres sur le premier, elle les oblige �a collaborer sur
le second. Normalement, cela rend plus di�cile la formation des coalitions parlementaires et plus instable
le destin des majorit�es gouvernementales". Duverger proc�ede �a une illustration de son propos appuy�ee sur
l'histoire r�ecente des principales d�emocraties de l'Europe de l'ouest utilisant un syst�eme proportionnel ou un
syt�eme mixte. Il montre en particulier comment le syst�eme mixte allemand et la loi �electorale francaise de
1919 ont entrain�e des alliances au demeurant tr�es e�caces.

6Dans van Damme (1998), Aumann sugg�ere une autre fa�con de distinguer les deux approches. Il �ecrit:
"Yesterday we were talking about cooperative and noncooperative game theory and I said that perhaps a bet-
ter name for cooperative would be \outcome oriented" or \coalitional," and for noncooperative \strategically
oriented." Game theory develops not only solution concepts that specify rational behavior of individuals,
but also solution concepts that specify outcomes. It is not just a question of behavior, but also of outcomes."
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theory has been dominated by the noncooperative side, at least judging from their respective
in
uence on mainstream economics. That cooperative theory should be in relative eclipse is
regrettable because this body of work o�ers us the opportunity to understand how coalitions
behave, i.e., how subsets of players bargain over their choice of actions. Such bargaining
seems basic to many aspects of economic and political life... Noncooperative theory can be
used to study these phenomena too but then it is tied to particular extensive or normal
form7. Cooperative theory has potential for a more general perspective8".
La th�eorie des jeux coop�eratifs a d�evelopp�e de nombreuses solutions de marchandage

que nous utiliserons pour �evaluer les implications des rapports de force entre les joueurs sur
le r�esultat �nal de la n�egociation. Ces solutions sont "institution-free" au sens de McK-
elvey (1986) ce qui les rend robustes mais parfois impr�ecises. Il ne faut pas en d�eduire
pour autant qu'elles ignorent les caract�eristiques des institutions et r�egles qui structurent9

le marchandage10. Comme le note Austen-Smith (1996) : "With su�cient institutional

7Aumann (van Damme (1998)) va dans le même sens : "This is very very important, because in order to
do game theory you would be very restrictive if you con�ned yourself to situations that are strategically well
de�ned. In applications, when you want to do something on the strategic level, you must have very precise
rules; for example, like in an auction. An auction is a beautiful example of this, but it is very special. It
rarely happens that you have rules like that. Cooperative theory allows the rules of the game to be much
more amorphous. If you wanted to do the Roth labor market, you could not do that noncooperatively, the
rules are not su�ciently well speci�ed. If you wanted to do a noncooperative analysis of coalition formation,
you can't do it, it is not su�ciently well speci�ed. Who talks �rst, who talks second? It matters enormously
in noncooperative game theory."

8Aumann (van Damme (1998)) abonde, �a nouveau, dans ce sens. A la question un tantinet provocatrice
\In the social sciences one presently relies nearly exclusively on noncooperative game models?" de van
Damme, il r�epond: "But that's absolutely incorrect. I can't disagree more. There have been important
analyses of noncooperative models, but as the discussion up to now has shown, many of the models that
we have been talking about are cooperative and many of them are successful ones. Roth's work on labour
markets is mindblowing, this is game theory at its best. If anything, the cooperative theory has played a
more important role in applications than the noncooperative theory. Cooperative theory is actually doing
quite well. I've already said in this interview that many of the most interesting applications of game theory
come from the cooperative side ... an important advantage of the cooperative theory is that it takes a broader,
more fundamental view, that it is not so obsessed with procedural details; its fundamental parameters are the
capabilities of players and coalitions. Adam Brandenburger, who teaches at the Harvard Business School,
has told me that the students there consider the cooperative theory a lot more relevant to business than the
noncooperative theory."

9A la question "Could you explain what exactly you mean by a structured situation? Is it that there are
players with well-de�ned objectives and well de�ned strategy sets, that there is perhaps even a timing of the
moves? In short, is a structured situation one in which the extensive or strategic form of the game is given?"
pos�ee par van Damme (1998), Aumann r�epond : "No, that is not what is meant by \structured." It means
something more general. A structured situation is one that is formally characterized by a limited number of
parameters in some de�nite, clear, totally de�ned way. That implies that you can have a theory that makes
predictions on the basis of this formal structure, and you can check how often that theory works out, and
you can design a system based on those parameters. That holds for auctions, and for Roth's labor markets,
and for the formation of a governmental majority in a parliamentary democracy".
10Comme le note Aumann (Hart (2005)): "Strategic game theory is best suited to contexts and applications

where the rules of the game are precisely described, like elections, auctions, internet transactions. Coalitional
game theory is better suited to situations like coalition formation or the formation of a government in a
parliamentary democracy or even the formation of coalitions in international relations; or, what happens
in a market, where it is not clear who makes o�ers to whom and how transactions are consummated.
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structure on the coalition-formation process, sharp predictions can be derived about which
coalitions and which policies will arise in a particular parlementary setting. Unfortunately,
the predictions from such institutionally rich models tend to be highly sensitive to the institu-
tional detail...So to provide a general explanation of coalition formation and policy outcomes
in parliamentary democracies, it seems essential to look for as institutionally poor a theory
as possible (although, of course, given what is known about the abstract properties of voting
rules, some institutional detail is essential)" En mod�elisant une situation de marchandage
particuli�ere, il faut bien entendu incorporer tous les �el�ements utiles concernant les r�egles
connues avec certitude et les utilit�es des joueurs : quels objectifs poursuivent-ils ? Comment
r�eagissent-ils face au risque et aux d�elais dans la n�egotiation ?

Faute d'espace, il ne nous est pas possible dans cet article de rendre justice �a toute
l'histoire de la pens�ee sur ce sujet et au volumineux travail empirique qui accompagne les
d�eveloppements th�eoriques. La th�eorie des jeux coop�eratifs a �et�e appliqu�ee avec succ�es �a la
science politique. Les deux trait�es fondamentaux de De Swann et Riker �evoqu�es plus haut
ont �et�e prolong�es par de nombreux travaux th�eoriques et empiriques.
L'essentiel du travail a port�e sur l'analyse des coalitions gouvernementales : Quelles

sont-elles et comment leurs membres se partagent-ils les fruits de l'exercise du pouvoir ? Au
nombre des travaux th�eoriques ou/et empiriques anciens les plus importants portant sur ce
th�eme, on peut citer Axelrod (1970), Brown et Franklin (1973), Brown et Frendreis (1980),
Dodd (1974), Laver et Taylor (1973), Laver et Scho�eld (1998), Laver et Shepsle (1996),
Leiserson (1966), Peleg (1980, 1981), Scho�eld (1976, 1978, 1982, 1995, 2008)), Strom (1990),
Warwick et Druckman (2001). Les travaux empiriques de cette �epoque ont �et�e tr�es in
uenc�es
par les travaux de Gamson (1961), un sociologue qui s'est beaucoup int�eress�e �a la formation
des coalitions. S'agissant de comprendre la nature des politiques de compromis mises en place
par les gouvernements de coalition, cette litt�erature doit beaucoup au travail ind�ependant
men�e sur le mod�ele spatial en science politique (Poole (2005), Poole et Rosenthal (2008)). En
o�rant une description euclidienne multivari�ee des pr�ef�erences et actions, le mod�ele spatial
est un bon compromis entre la n�ecessit�e de rester simple et le souhait de disposer d'un
mod�ele su�samment riche pour couvrir des situations, le cas �ech�eant, plus compliqu�ees que
le sacro-saint clivage id�eologique droite-gauche. Nous ferons ici usage de la th�eorie des jeux
coop�eratifs dans ce cadre spatial telle qu'elle est d�evelopp�ee dans des manuels avanc�es comme
ceux d'Austen-Smith et Banks (1999,2005) et Scho�eld (2008) avec une attention particuli�ere
pour le coeur, les solutions de Von Neumann-Morgenstern et ensembles d�eriv�es.
En contraste aux coalitions gouvernementales, les coalitions �electorales ont recu une at-

tention beaucoup moindre de la th�eorie des jeux coop�eratifs même si naturellement la ques-
tion des ententes �electorales et des tactiques diverses mises en place �a ces occasions ont
retenu11 et continue de retenir l'int�erêt des politologues appliqu�es. L'analyse des alliances
pr�e-�electorales par exemple est peu (ou même pas) th�eorique et ce qui tient lieu de th�eorie

Negotiations in general, bargaining, these are more suited for the coalitional, cooperative theory. The big
advantage of the cooperative theory is that it does not need a precisely de�ned structure for the actual game.
It is enough to say what each coalition can achieve; you need not say how".
11Voir par exemple Axelrod (1972).
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se r�esume souvent12 �a un corps d'hypoth�eses qualitatives sugg�er�ees par le sens commun.
L'unique exception dont nous avons connaissance est la s�erie de travaux conduits par Rosen-
thal seul (1968a, 1968b, 1970, 1975) puis en collaboration avec Lee et McKelvey (1976, 1978,
1979) sur la 4�eme R�epublique Fran�caise et en particulier sur la loi des apparentements. Une
autre exception est notre article de 2013 (Le Breton et Van der Straeten 2013) o�u la th�eorie
des jeux coop�eratifs est utilis�ee pour analyser les alliances �electorales �a gauche de l'�echiquier
entre les deux tours des �elections r�egionales de Mars 2010.

Notre article est organis�e comme suit. Dans la section 2, nous pr�esentons le cadre
d'analyse des coalitions gouvernementales et les principaux r�esultats th�eoriques et empiriques
de la litt�erature. Dans la section 3, nous exposons un mod�ele g�en�eral permettant d'�etudier
l'in
uence du mode de scrutin sur la nature des alliances �electorales, avec une attention
particuli�ere aux deux applications fran�caises qui viennent d'être �evoqu�ees.13 La section 4
est d�edi�ee �a deux compl�ements. D'une part, aux questions di�ciles d'inf�erence et test sta-
tistiques des th�eories et des pr�edictions qui leur sont attach�ees; nous leur avons accord�e
une large place dans le texte même, mais il nous semblait important d'aborder directement
quelques points de m�ethode. D'autre part, �a un mod�ele non-coop�eratif qui est devenu presque
canonique dans cette litt�erature (dû �a Baron et Ferejohn (1989)) et dont on comparera les
�equilibres aux solutions issues des jeux coop�eratifs. Notre objectif dans cet article est de
proposer au lecteur une perspective large sur les e�orts r�ealis�es grâce �a la th�eorie des jeux
coop�eratifs pour proposer des mod�eles structurels des alliances politiques. L'enjeu de ces
mod�eles est de permettre de comprendre �a la fois qualitativement et quantativement com-
ment les rapports de force fa�connent le fonctionnement des coalitions, et �egalement d'�etudier
l'impact de l'environnment institutionnels sur ces alliances. A l'issue de ce cheminement,
nous pr�esenteront quelques �el�ements de conclusion quant au caract�ere fructueux ou non cette
d�emarche : le th�eorie fait-elle des pr�edictions claires ? Et le cas �ech�eant, ces pr�edictions sont-
elles valid�ees empiriquement ? Un appendice contient tout ce qu'il faut savoir de la th�eorie
des jeux coop�eratifs pour lire notre article14 ainsi que des d�eveloppements non trait�es dans
le corps de l'article.

2 Alliances/Coalitions Gouvernementales

L'�etude de la formation des coalitions gouvernementales est un classique de la science poli-
tique. En Europe, le Benelux, l'Islande, la Scandinavie et l'Italie font partie de toutes les

12Il n'y a rien entre les hypoth�eses et les donn�ees observables. La partie hypoth�etico-d�eductive qui est
l'essence même d'une th�eorie (qu'apprend t-on sur le visible si l'on fait telle ou telle hypoth�ese sur l'invisible
?) a compl�etement disparu.
13Notons que nous reprenons dans le plan de l'article cette distinction entre alliances �electorales et gou-

vernementales, qui est commune dans la litt�eraure. Cette distinction, commode pour l'analyse, est n�eanmoins
quelque peu arti�cielle. En e�et, il est naturellement n�ecessaire pour comprendre les alliances �electorales de
faire des hypoth�eses sur les anticipations des joueurs concernant la formation du gouvernement.
14Ceci devrait su�re �a rendre l'article autosu�sant. Le lecteur souhaitant en apprendre davantage trouvera

dans Peleg et Sudh�olter (2003) de nombeux r�esultats sur la construction d'un jeu coop�eratif �a partir d'un
jeu non-coop�eratif.
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bases de donn�ees des politologues sp�ecialistes de ces questions; mais on constate que la
question se pose d�esormais ailleurs comme par exemple en Espagne qui vient de connâ�tre
un �episode de cette nature. En fait tous les pays dont le syst�eme �electoral est proche de
la proportionnelle pure sont expos�es �a la n�ecessit�e de devoir gouverner �a plusieurs tant le
mulipartisme fragmente l'espace politique. La France d'aujourd'hui n'est pas �a proprement
parler dans ce sch�ema même si les majorit�es pr�esidentielles et/ou de gouvernement peuvent
comprendre plusieurs partenaires d'appoint.
Dans cette section, nous allons donc nous concentrer sur l'environnement strat�egique

d�ecrivant une d�emocratie parlementaire au lendemain d'�elections l�egislatives. La question
primordiale dans ce contexte post-�electoral est celle de la formation d'un nouveau gou-
vernement. Les pratiques constitutionnelles et/ou historiques structurant la formation du
nouveau gouvernement sugg�erent que la th�eorie des jeux non-coop�eratifs peut être l'outil
ad�equat pour mod�eliser l'interaction entre les acteurs. En e�et, force est de reconnâ�tre que
même si quelques r�egles limitent, ici et l�a, l'�eventail des possibilit�es strat�egiques, le proces-
sus de n�egotiation reste largement non structur�e. Pour aborder la question de la formation
du gouvernement �a l'aide de la th�eorie des jeux coop�eratifs, nous allons tout d'abord in-
troduire les principaux inputs qui sont les briques de notre mod�ele th�eorique pr�edictif et
d�ecrire les outputs de celui-ci. Dans une seconde sous-section, nous exposons les th�eories
ayant comme ambition de pr�edire la nature des coalitions gouvernementales sur la base des
caract�eristiques des joueurs participant au jeu politique. Puis, nous explorons les mod�eles
permettant d'analyser le programme mis en oeuvre par une coalition gouvernementale. En-
�n, nous terminons par un expos�e des principales analyses concernant la r�epartition des
portefeuilles minist�eriels entre les membres de la coalition gouvernementale.

2.1 Notations et Principaux Inputs et Outputs

Au terme des �elections, l'ensemble des partis politiques repr�esent�es dans le parlement est
not�e N = f1; 2; :::; ng (par commodit�e d'�ecriture, chacun des n partis est donc identi��e ici
par un num�ero et non par son nom). On attire l'attention sur le fait que nous supposons ici
que les joueurs sont les partis et non les parlementaires eux mêmes. Il est donc implicitement
admis que les partis sont tr�es disciplin�es et que leurs repr�esentants suivent les instructions
de leurs leaders. Nous reviendrons sur cette hypoth�ese (commune �a toute la litt�erature sur
ce sujet) car rien n'interdirait d'introduire d�es maintenant un indicateur pour chaque parti
mesurant l'intensit�e de sa discipline interne. Chaque parti i est d�ecrit par deux inputs:

� Le premier input est le nombre de parlementaires a�li�es �a ce parti : ce nombre entier
est not�e wi;

� Le second input est l'id�eologie ou la politique id�eale de ce parti. Conform�ement �a la
pratique du mod�ele spatial qui domine la science politique formelle, une id�eologie ou une
politique est d�ecrite comme un vecteur dans un espace Euclidien Rm. Chacune des m
dimensions de cet espace est suppos�ee repr�esenter la r�eponse quantitative ou qualitative
(si la variable ne prend que des valeurs discr�etes) �a une question importante touchant �a
l'organisation de la soci�et�e. L'id�eologie du parti i, not�ee �i, soul�eve plusieurs probl�emes
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d'interpr�etation. Tout d'abord, si ces id�eologies sont des points de r�ef�erence g�en�eraux
d�ecrivant le positionnement de ces partis, la question se pose en e�et de savoir comment
le vecteur � = (�1; �2; :::; �n) des id�eologies est transform�e en une politique (c'est �a dire
mis en oeuvre) selon que les di��erents partis participent ou non au pouvoir.15 Si, dans
une interpr�etation di��erente, le vecteur �i repr�esente l'engagement programmatique du
parti i au moment des �elections, la question se pose de savoir quelle cr�edibilit�e il faut
accorder �a ces promesses et ce qu'il adviendra de celles-ci si ce parti ne peut pas exercer
seul le pouvoir.

En r�esum�e, chaque parti i 2 N est donc d�ecrit par un vecteur (wi; �i) 2 N� Rm.
Les outputs, que nous souhaitons examiner sur la base de ces inputs peuvent être articul�es

autour de trois questions:

1. Question 1 : Quel gouvernement S va voir le jour ?16

2. Question 2 : Comment les membres du gouvernement vont-ils se r�epartir les porte-
feuilles minist�eriels ?17 Nous supposerons ici qu'il y a K portefeuilles minist�eriels
d'�egale valeur : par cons�equent un partage est un vecteur y dans le simplexe18(

z 2 Rn+ :
nX
i=1

zi = K

)
Le gouvernement S est donc le sous-ensemble fi 2 N : yi > 0g.

3. Question 3 : Quelle politique x 2 Rm sera mise en oeuvre par le gouvernement S ?

Pour aborder ces questions, il nous reste �a d�e�nir l'utilit�e Ui (x; y) du joueur i pour tout
i 2 N . Nous supposerons ici que :

Ui (x; y) = �yi + �vi(x) (1)

o�u � et � sont des param�etres positifs d�esignant les poids des deux composantes de l'utilit�e19

et vi est une fonction suppos�ee maximale en x = �i (Le mod�ele spatial peut être plus ou
moins g�en�eral suivant la classe de fonctions v consid�er�ees. L'hypoth�ese la plus contraignante
suppose que vi(x) est une fonction d�ecroissante de la distance euclidienne kx � �ik entre x
et �i). Cette sp�eci�cation

20 met en �evidence les deux principales motivations g�en�eralement

15On pourrait de mani�ere extrêmement g�en�erale retenir un mod�ele en forme r�eduite 	 qui transformerait
tout gouvernement de coalition S � N et vecteur � 2 Rnm en une politique x = 	(S; �) 2 Rm : cette forme
g�en�erale est su�samment 
exible pour distinguer l'in
uence d'un parti suivant qu'il participe ou non au
pouvoir et permettre �a un parti de l'opposition d'avoir, le cas �ech�eant, une in
uence sur la politique mise en
oeuvre.
16Autrement dit : "Who Gets In?", pour reprendre le titre du chapitre 5 de Laver et Scho�eld (1990).
17Autrement dit : "Who Gets What?", pour reprendre le titre du chapitre 7 de Laver et Scho�eld (1990).
18On ignore ici le fait que les variables ne prennent que des valeurs enti�eres.
19Par exemple, Laver et Scho�eld distinguent explicitement les "o�ce payo�s" des "policy payo�s".
20Il ne faut pas s'attarder sur la forme additive particuli�ere retenue ici car ce mod�ele peut être g�en�eralis�e

sans di�cult�e aucune.
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attribu�ees aux partis politiques. La premi�ere ("O�ce-Seeking") met l'accent sur l'objectif
downsien21 de conquête du pouvoir et des b�en�e�ces directs qui lui sont associ�es, r�eduits ici
aux postes minist�eriels. La seconde d�ecrit, quant �a elle, la motivation id�eologique, c'est �a
dire le d�esir du parti ("Policy-seeking") de mettre en place une politique conforme �a ses
objectifs et aux int�erêts qu'il repr�esente.
A notre connaissance, aucun article n'analyse le probl�eme de la formation des coalitions

gouvernementales dans un contexte o�u les deux composantes de la fonction d'utilit�e des
partis sont prises en compte. Les auteurs se sont limit�es aux deux cas polaires et dans la
suite de cet expos�e nous ferons de même, c'est �a dire que nous mod�eliserons les gains �a la
coop�eration soit sur la base des portefeuilles minist�eriels soit sur la base de la politique mise
en oeuvre. Les partis qui forment une coalition gouvernementale se partagent les portefeuilles
et mettent en oeuvre une politique.

Nous n'allons pas mod�eliser ici les d�etails du processus de la d�ecision publique et en
particulier les in
uences respectives des partis au gouvernement et de ceux de l'opposition.
Nous allons supposer ici qu'un gouvernement S est viable si et seulement si les partis pr�esents
dans le gouvernement contrôlent une majorit�e de voix dans le parlement, c'est dire si:X

i2S
wi >

P
i2N wi

2
(2)

Les gains �a la coop�eration22 d�ecoulent imm�ediatement de ces hypoth�eses. Si aucun parti ne
contrôle �a lui tout seul le parlement, il est dans son int�erêt de coop�erer avec d'autres partis
pour, ce faisant, encaisser les gains r�esultant de l'exercise du pouvoir et de la participation
au gouvernement. Une condition n�ecessaire �a l'e�cacit�e de la coop�eration porte donc sur le
poids (la taille) de la coalition: elle se doit de r�eunir assez de membres pour être d�epasser le
quota q.
Cette condition n'est pas forc�ement su�sante. Lorsque nous laisserons de côt�e l'aspect

programmatique pour nous concentrer sur la motivation downsienne, nous introduirons
parfois de mani�ere exog�ene l'�eloignement id�eologique comme une possible barri�ere �a la
coop�eration. Le sens commun sugg�ere en e�et que la distance id�eologique peut compli-
quer le travail en commun. Certains auteurs ont donc ajout�e �a la clause majoritaire une
condition de viabilit�e qui exprime, sous une forme ou sous une autre, la n�ecessit�e d'une cer-
taine homog�en�eit�e id�eologique de la coalition. D'autres crit�eres que l'id�eologie peuvent entrer
en ligne de compte pour restreindre l'univers des coalitions viables même si les arguments
pour justi�er ces restrictions ne sont pas toujours explicit�es. Nous noterons W l'ensemble
des coalitions majoritaires (c'est �a dire satisfaisant la condition (2)) et W � le sous-ensemble
de W constitu�e des coalitions de W passant avec succ�es le ou les test(s) de restriction.

21Downs (1957) fut l'un des tous premiers politologues �a mod�eliser les partis politiques comme des acteurs
purement opportunistes ayant comme seul objectif la conquête du pouvoir.
22En d'autres termes "What are the stakes?" pour reprendre le titre du chapitre 3 de Laver et Scho�eld

(1990).
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Dans le cas o�u la seule motivation est la motivation downsienne, le jeu coop�eratif �a utilit�e
transf�erable (TU) sur N est d�ecrit par la fonction caract�eristique V suivante :

V (S) =

�
K si S 2 W �

0 si S =2 W �

Dans ce qui suit nous normaliserons �a 1 la valeur de K. Les rapports de force et les gains
�a la coop�eration sont d�ecrits par un jeu coop�eratif �a utilit�e transf�erable o�u la monnaie
d'�echange/num�eraire est constitu�e des portefeuilles minist�eriels. Pour quelques d�e�nitions
et r�esultats sur les jeux coop�eratifs TU qui seront utiles dans la suite de l'article, nous
renvoyons le lecteur �a l'appendice 1. Outre d'être �a utilit�e transf�erable, ce jeu coop�eratif a
une une singularit�e importante : la fonction caract�eristique est dichotomique, dans le sens
o�u les coalitions sont soient gagnantes, soient perdantes, sans nuance entre les deux. Pour
ces jeux, appel�es jeux simples, et auxquels est consacr�e l'appendice 2, la suradditivit�e qui
mesure les gains �a la coop�eration est d'une nature singuli�ere dans le sens o�u elle est �epuis�ee
au del�a d'une certaine taille.
Dans le cas polaire o�u les partis s'int�eressent exclusivement �a la politique mise en place,

le jeu coop�eratif se pr�esente sous une forme di��erente. Dans cet article nnous supposerons
que la seconde composante de (1) prend la forme suivante :

vi (x) = C � kx� �ik

o�u C est une constante positive su�samment grande. Dans la même logique que ci-dessus,
les gains �a la coop�eration se traduisent par le fait que pour former un gouvernement stable il
faut que la politique mise en place par ce gouvernement ne soit pas rejet�ee par une majorit�e
dans l'assembl�ee. On obtient cette fois un jeu coop�eratif �a utilit�e non transf�erable (NTU)
dont la fonction caract�eristique V est d�e�nie comme suit :

V (S) =

�
fU 2 RS : 9x 2 X tel que Ui (x) � Ui pour tout i 2 Sg si S 2 W �

R� si S =2 W �

Notons que la normalisation retenue pour d�ecrire les vecteurs d'utilit�es r�ealisables par les
coalitions non gagnantes est arbitraire mais sans cons�equence pour les analyses qui suivent
d�es l'instant o�u V (S) ne contient aucun vecteur d'utilit�e attach�e �a une alternative dans X.
Le jeu est de nouveau dichtomique: une fois le pro�l �x�e, le jeu V est enti�erement d�etermin�e
par le jeu simple (N;W).

Il est utile de conclure cette section par quelques donn�ees factuelles et commentaires
g�en�eraux informant le lecteur des limites de l'exercice. Notons tout d'abord que la notion de
viabilit�e consid�er�ee ici ne permet pas de l�egitimer les gouvernements minoritaires. Cepen-
dant, ceux-ci sont loin d'être une exception comme l'illustre les tableaux ci-dessous:

Ins�erer tableau 4.2 de Laver et Scho�eld 1990 ici

Ins�erer tableau 4.3 de Laver et Scho�eld 1990 ici
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Dans ces tableaux, par situation majoritaire (respectivement minoritaire), on entend une
situation o�u un parti (respectivemement aucun parti ne) contrôle la moiti�e des si�eges du
parlement. Un gouvernement est minoritaire si le total des si�eges des parlementaires a�li�es
�a un parti du gouvernement est inf�erieur �a la moiti�e. Pour certains pays comme le Danemark,
c'est même presque toujours le cas. Le cadre analytique simpli��e retenu dans notre article ne
permet pas d'expliquer les gouvernements minoritaires. Nous renvoyons le lecteur au chapitre
4 de Laver et Scho�eld (1990) pour une discussion de ces questions et �a Strom (1990) pour une
analyse approfondie. Strom liste cinq raisons pour lesquelles un gouvernement minoritaire
peut être envisag�e comme coalition gouvernementale. Au nombre de celles-ci, il mentionne la
n�ecessit�e de sortir du cadre statique retenu ici et de prendre en compte un horizon temporel
plus long car les partis et leurs leaders ne sont pas exclusivement motiv�es par des gains de
court terme23. Rappelons que ces calculs dynamiques ne sont pas examin�es dans cet article.

2.2 Alliances Gouvernementales: Taille et Composition

Traditionnellement, la litt�erature a abord�e les questions 1, 2 et 3 de mani�ere s�epar�ee. Les
premiers travaux ont concentr�e exclusivement leur attention sur la question 1 �a laquelle est
consacr�ee cette section. Comme not�e dans l'introduction, �etant donn�e l'abondance de la
litt�erature sur cette question, il ne nous est pas possible d'en faire une pr�esentation d�etaill�ee
et exhaustive. Nous avons fait le choix de retracer cette histoire en rendant tout d'abord
hommage aux pr�ecurseurs, qui ont utilis�e le langage et certaines intuitions de la th�eorie des
jeux coop�eratifs, sans toutefois avoir recours aux analyses permises par cette approche. Nous
pr�esentons ensuite une s�election de travaux ult�erieurs dans lesquels les outils de la th�eorie
des jeux sont davantage mobilis�es.

Von Neumann et Morgenstern (1944), suivis en cela par Riker (1962), formulent l'hypoth�ese
qu'une coalition stable est une coalition gagnante minimale au sens de l'inclusion : "The Size
Principle". Leiserson (1966) ra�ne cette hypoth�ese en sugg�erant que les coalitions les plus
probables sont celles avec le plus petit nombre de partenaires. Nous verrons ci-dessous que
Riker ra�ne lui aussi mais d'une autre fa�con le principe de la taille (hypoth�ese de Riker-
Gamson d'une coalition gagnante de poids minimal).
Les consid�erations id�eologiques comme possible barri�eres �a la coop�eration ont �et�e intro-

duites pour la premi�ere fois par Axelrod (1970) dans son �etude des gouvernements italiens.
En consid�erant m = 1, c'est �a dire un axe id�eologique unidimensionnel droite-gauche, il
sugg�ere que le gouvernement est une coalition gagnante minimale connexe. De Swann (1973)
suppose quant �a lui que le gouvernement est une coalition gagnante dont le rang id�eologique,
mesur�e par la distance id�eologique entre les partenaires les plus �eloign�es, est le plus petit pos-
sible. Chez De Swann, les valeurs pr�ecises des points id�eaux sur la droite ont de l'importance
alors que chez Axelrod, seul l'ordre importe. La question de la localisation des partis sur une

23Il �ecrit : "Party leaders are not concerned exclusively with immediate objectives. Their behavior must be
understood in a temporal perspective. Parties have longer-term as well as short-term goals, and sometimes
these will con
ict... The main longer-term consideration of party leaders is a concern about future elections.
There is frequently a trade-o� between a party's short-term o�ce (and policy) objectives and its longer-term
electoral incentives".
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�echelle unidimensionnelle est une question fort d�ebattue et controvers�ee en science politique
empirique. Nous renvoyons le lecteur �a l'appendice B de Laver et Scho�eld pour une synth�ese
des principaux travaux sur le sujet pays par pays en Europe de l'Ouest et Israel. Le tableau
suivant est un r�esum�e des �etudes dans le cas de la Belgique.

Ins�erer ici Figure B2 de Laver et Scho�eld 1990

Ces th�eories utilisent le langage et le formalisme de la th�eorie des jeux coop�eratifs pour
d�evelopper des intuitions, mais elles n'exploitent pas r�eellement ses r�esultats et ses outils. A
leur d�echarge, la th�eorie de jeux coop�eratifs ne contient pas de r�esultats sur la formation des
coalitions que l'on pourrait d�eduire de la seule connaissance de la fonction caract�eristique V .
Si un jeu est strictement suradditif, l'e�cacit�e collective recommande la formation de la plus
grande coalition possible mais il faut ensuite s'assurer de sa stabilit�e. La mod�elisation de la
formation des coalitions combine souvent la th�eorie des jeux coop�eratifs et la th�eorie des jeux
non coop�eratifs24. Dans une premi�ere �etape, les joueurs forment des coalitions disjointes.
Puis dans une seconde �etape, �etant donn�ee cette partition, les utilit�es des membres des
diverses coalitions sont calcul�ees en utilisant des notions de la th�eorie des jeux coop�eratifs
dans chaque jeu r�eduit. Par exemple dans le cas qui nous occupe, on supposera que si un
gouvernment se forme la r�epartition des portefeuilles au sein de ce gouvernement se fera
selon une cl�e pr�edermin�ee. Un gouvernment S sera stable s'il n'existe pas de gouvernement
alternatif T tel que T soit une coalition gagnante et pr�ef�er�ee par tous ses membres �a S.
L'hypoth�ese de Riker-Gamson est de cette nature. Dans le cas d'un jeu majoritaire pond�er�e,
l'hypoth�ese de Riker-Gamson - qui �enonce que le gouvernement sera une coalition gagnante
de poids total minimum - peut être d�eduite d'une notion de stabilit�e de la th�eorie des jeux
coop�eratifs. En e�et, partant de l'hypoth�ese de Gamson que si la coalition gagnante S se
forme, alors chaque joueur i 2 S recevra wiP

j2S wj
(ce qui sp�eci�e la cl�e de r�epartition des

minist�eres pour chaque coalition), on peut montrer que le coeur du jeu NTU ainsi construit
est non vide et est constitu�e des coalitions gagnantes S telles que

P
j2S wj est minimal.

Notons cependant qu'aucun argument imm�ediat ne vient justi�er ici l'hypoth�ese de d�epart
de Gamson.

On peut bien entendu, sur un plan purement descriptif, envisager de nombreuses autres
caract�eristiques des coalitions gouvernementales que leur taille. Plusieurs auteurs, dont Laver
et Scho�eld (1990) et Scho�eld (2008), retiennent aussi des caract�eristiques g�en�erales du jeu
simple consid�er�e pour simpli�er la classi�cation de ceux-ci. Ils distinguent25 par exemple les
syst�emes unipolaires (un unique grand parti et une multiplicit�e de petits partis), les syst�emes
bipolaires (deux grands partis et un parti beaucoup plus petit mais pivot) et les syst�emes
multipolaires (une multiplicit�e de partis comparables). Le tableau suivant contient quelques
informations de cette nature.

Ins�erer tableau Tableau 5.7. de Laver Scho�eld 1990 ici

24Hart et Kurz (1983) est exemplaire de cette approche.
25Ils ra�nent ensuite leur classi�cation en introduisant la dimension id�eologique.
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Une autre caract�eristique des coalitions gouvernementales qui ne sera pas explor�ee dans notre
article est celle de leur dur�ee. Une large litt�erature est consacr�ee �a cette question. Le lecteur
trouvera un premier aper�cu dans le chapitre 6 "Will it last ?" de Laver et Scho�eld (1990).

Le travail de Peleg (1980, 1981) est sans doute celui qui s'appuie le plus explicitement
sur la th�eorie des jeux coop�eratifs. Il propose quatre hypoth�eses di��erentes pr�edisant quelles
coalitions gouvernementales sont susceptibles de se former. Le pouvoir pr�edictif de ces quatre
hypoth�eses est ensuite test�e sur des donn�ees israeliennes et europ�eennes (et compar�e �a celui
d'hypoth�eses alternatives reposant sur le principe de taille minimale).
Dans son travail d'�elaboration de ces qautre hypoth�eses, Peleg utilise de mani�ere impor-

tante la "relation de d�esirabilit�e" d�e�nie dans l'appendice 2.
Soit S � N . On dit que le joueur i 2 S domine (faiblement) S si pour tout T � N r S,

fig � Sn fig (fig � Sn fig).26
Un joueur i 2 N est dominant s'il existe une coalition S 2 W qu'il domine.
Il se peut qu'un jeu ne comporte aucun joueur dominant. Par exemple, dans le jeu

majoritaire pond�er�e �a trois joueurs [51; 48; 32; 20]27, il n'y a aucune dominance stricte. Un
jeu simple (même fort et propre) peut admettre plusieurs joueurs dominants. Mais un jeu
majoritaire pond�er�e a au plus un joueur dominant. Peleg appelle domin�e un jeu simple non
dictatorial et admettant un joueur dominant. Illustrons cette notion par quelques exemples.
En Finlande, le parlement issu des �elections de 1966 est d�ecrit par le jeu majoritaire

pond�er�e [100; 41; 55; 7; 49; 9; 12; 26]. Les 7 partis sont identi��es28 de gauche �a droite par les
lettres a, b, c, d, e, f, g. Ici le parti b est un parti dominant. En e�et la coalition fb; dg est
gagnante et de plus fbg � fdg puisque b peut gagner avec fa; cg alors que d ne le peut pas.
En Irlande, le parlement issu des �elections de 1987 est d�ecrit par le jeu majoritaire pond�er�e

[84; 81; 51; 14; 12; 4; 4]. Les 6 partis sont aussi identi��es par les lettres a (Fianna Fail),b (Fine
gael), c, d, e, f. Clairement le parti a est un joueur dominant. Pour le voir consid�erons la
coalition gagnante fa; b; c; eg . fag � fb; c; eg puique fa; dg est gagnante alors que fb; c; d; eg
ne l'est pas.
Pour terminer, consid�erons le parlement d'Allemagne de l'Ouest issu des �elections de

1987. Il est d�ecrit par le jeu majoritaire pond�er�e [249; 174; 49; 186; 46; 42]. Les 5 partis sont
respectivement : le CDU (a), le CSU (b), le SPD (c), le parti d�emocrate libre (d) et les verts
(e). Les partis a et b ont en fait sign�e une alliance et ne forment de facto qu'un seul joueur.
Aucun des deux n'est dominant �a lui tout seul mais l'alliance a+b l'est. En e�et, on v�eri�e
que la coalition fa + b; cg est gagnante. De plus, fa + bg � fcg puisque a + b peut gagner
avec d alors que c ne le peut pas.
Sur la base des donn�ees �electorales de De Swaan portant sur 9 pays, Peleg obtient un

tableau d�ecrivant le nombre de parlements non dictatoriaux, c'est �a dire o�u aucun parti n'a
�a lui tout seul la majorit�e ("essential assemblies") et parmi eux le nombre de parlements

26Remarquons que dans un jeu majoritaire pond�er�e, si un joueur poss�ede une majorit�e stricte dans une
coalition, alors il domine faiblement cette coalition.
27Le premier nombre �a l'int�erieur des crochets d�esigne le nombre de voix garantissant une majorit�e, et les

trois nombres suivants d�esignent les poids des joueurs.
28Nous renvoyons le lecteur �a Van Deemen (1989) pour une description plus compl�ete de ces exemples.
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domin�es ("dominated assemblies"):

Ins�erer tableau 2.1. de Peleg (1981) ici

On constate que la part des parlements domin�es dans les parlements o�u aucun parti n'a �a
lui tout seul la majorit�e est tr�es importante. Lorsque qu'un jeu est domin�e, il appelle coalition
ordinaire ("ordinary coalition") une coalition gagnante qui contient le joueur dominant et
exceptionnelle ("exceptional coalition") une coalition gagnante qui ne le contient pas. Le
tableau ci-dessous29, emprunt�e �a Peleg, montre que les coalitions ordinaires repr�esentent le
cas g�en�erique dans les gouvernements de la base de donn�ees de De Swaan.

Ins�erer tableau 3.1. de Peleg (1981) ici

Cette notion essentielle de dominance introduite, on peut �a pr�esent pr�esenter les quatre
hypoth�eses de Peleg.
Dans le cas d'un jeu simple W domin�e, on notera H(W) l'ensemble des coalitions gag-

nantes contenant le joueur dominant et domin�ees faiblement par lui. La premi�ere hypoth�ese
formul�ee par Peleg �enonce que si un parlement est domin�e et si le joueur dominant re�coit
mandat pour former le gouvernement, alors le gouvernement sera une coalition dans H(W)
(notons au passage que les coalitions de H(W) sont ordinaires).
Il introduit ensuite le concept de "coalition determinante". Une coalition S 2 W est

d�eterminante si: i 2 S et Sn fig � fig =) Sn fig 2 W . Que demande cette propri�et�e ? Elle
demande que si un joueur i de la coalition gagnante S ne domine pas le reste de la coalition,
alors le reste de la coalition, c'est �a dire Sn fig, reste gagnante. Elle implique en particulier
que si le groupe T constitue une majorit�e au sein de S c'est �a dire si T � SnT alors aucun
membre de TnS n'est pivot. On notera D(W) l'ensemble des coalitions d�eterminantes du
jeu W . Il existe des jeux simples domin�es propres et forts W tels qu'aucune coalition de
H(W) ne soit d�eterminante.30 Peleg montre cependant que si le jeu domin�e est propre fort
et homog�ene alors D(W)\H(W) 6= ?. La seconde hypoth�ese qu'il formule �enonce que si un
parlement est domin�e et si le joueur dominant re�coit mandat pour former le gouvernement,
alors le gouvernement sera une coalition dans D(W)\H(W):Naturellement, cette hypoth�ese
n'a de sens que si cette intersection est non vide.
Les deux derni�eres hypoth�ese consid�er�ees par Peleg font intervenir explicitement le mode

de partage des portefeuilles entre les partis choisis par le parti dominant pour former le

29Le lecteur pourra ête surpris de la non co��ncidence des chi�res cumul�es dans les tableaux 2.1. et 3.1.
La raison en est la suivante. Dans le tableau 2.1., les unit�es sont les �elections l�egislatives (parlements) alors
que dans le tableau 3.1., les unit�es sont les gouvernements. Si plusieurs gouvernements ont vu le jour entre
deux �elections, ils sont compt�es comme autant de coalitions di��erentes. En revanche, les gouvernements
minoritaires ne sont pas compt�es puisque par d�e�nition, ils ne sont ni ordinaires, ni exceptionels car non
gagnants.
30Consid�erons par exemple le jeu majoritaire pond�er�e [9; 5; 3; 3; 3; 1; 1; 1]. On note que f1; 2; 5g 2 W et 1

domine f1; 2; 5g. En e�et, f1; 3; 6g 2W alors que f2; 3; 5; 6g =2W . Par cons�equent, le joueur 1 est dominant
et ce jeu est domin�e. Si S 2 D(W) et 1 2 S alors on v�eri�e facilement que jS \ f2; 3; 4gj � 2. Donc
S =2 H(W).

14



gouvernement. La troisi�eme hypoth�ese �enonce que la coalition S est choisie de fa�con �a
maximiser l'allocation qu'il re�coit sachant que celle-ci est sa valeur de Shapley dans le jeu
r�eduit �a la coalition S qu'il a choisie (o�u par jeu r�eduit il faut entendre ici le jeu simple VS
r�eduit �a cette coalition S et d�e�ni comme suit: pour tout T � S : VS(T ) = 1 if T 2 W et
VS(T ) = 0 sinon). Comme le d�emontre Peleg, cette hypoth�ese peut être incompatible avec
les deux pr�ec�edentes.
La quatri�eme hypoth�ese est dans le même esprit que la troisi�eme . Elle �enonce que la

coalition S est choisie de fa�con �a maximiser l'allocation qu'il re�coit sachant que cette fois le
nucl�eole est utilis�e dans le jeu r�eduit �a la coalition S qu'il a choisie (o�u par jeu r�eduit, il faut
entendre, cette fois-ci, le jeu simple VS r�eduit �a cette coalition S et d�e�ni comme suit: pour
tout T � S : VS(T ) = 1 si il existe R � NnS tel que T [ R 2 W , et VS(T ) = 0 sinon. On
observe que cette version de la notion de jeu r�eduit fait intervenir cette fois l'opposition).31

Quel est le pouvoir pr�edictif de ces quatre hypoth�eses de Peleg? Et comment ce pouvoir
pr�edictif se compare-t-il aux hypoth�eses d'Axelrod ou de Gamson-Riker. Peleg fournit une
premi�ere r�eponse dans le tableau suivant.

Ins�erer tableau 8.2. de Peleg (1981) ici

Dans ce tableau, les colonnes correspondent (�a ceci pr�es32 que la colonne D ne corre-
spond pas �a la seconde hypoth�ese D(W)\H(W) mais simplement �a D(W)) qui aux quatre
hypoth�eses de Peleg et CLMR correspond aux coalitions gagnantes minimals et connect�ees
pour un ordre gauche-droite des partis propre �a chaque contexte . L'hypoth�ese 1 est compat-
ible avec de nombreuses observations (84% des gouvernements �etudi�es la satisfont), ainsi que
l'hypoth�ese 4 (67% des gouvernements �etudi�es). En revanche, les hypoth�eses 2 et 3 rendent

31Peleg �etudie la compatibilit�e de cette derni�ere hypoth�ese avec les pr�ec�edentes.
Il montre �egalement que la premi�ere hypoth�ese peut être incompatible avec l'hypoth�ese de connectivit�e

d'Axelrod. L'examen syst�ematique de la compatibilit�e entre l'hypoth�ese d'Axelrod et les hypoth�eses de Peleg
dans le cas des jeux domin�es est le sujet de l'article d'Einy (1985). Dans le cas des jeux majoritaires pond�er�es,
Einy d�emontre que si le poids du joueur dominant est une fraction su�sante du quota de victoire alors
chacune des hypoth�eses de Peleg, �a l'exception de la troisi�eme, est compatible avec l'hypoth�ese d'Axelrod.
Van Deemen (1989) explore quant �a lui la compatibilit�e de la premi�ere hypoth�ese de Peleg et de l'hypoth�ese
de Gamson-Riker. Il d�emontre que si un jeu majoritaire pond�er�e est propre et domin�e alors il existe une
coalition de poids minimal contenant le joueur dominant et toute coalition de poids minimum contenant
le joueur dominant est domin�ee par celui-ci. La troisi�eme hypoth�ese de Peleg est explor�ee par Chua et
Felsenthal (2008a,b) sous le nom d'hypoth�ese d'Aumann.
Aumann �ecrit �a propos de ses e�orts pour pr�edire la formation de coalitions gouvernementales : "Besides

the above examples, another example is the formation of governments. For years I have been predicting
the government that will form in Israel once the composition of the Israeli parliament is known after an
election. That is a structured situation, with set rules. The parliament has 120 seats. Each party gets
a number of seats in proportion to the votes it got in the election. To form a government, a coalition of
61 members of parliament is required. The president starts by choosing someone to initiate the coalition
formation process. Usually, but not necessarily, this \leader" is the representative of the largest party in
parliament. The important point is that the process of government formation is a structured situation, to
which you can apply a theory" (van Damme (1998)).
32Comme le note cependant Peleg, elles sont souvent (mais pas toujours) compatibles dans la base de

donn�ees consid�er�ees.
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tr�es mal compte des observations. Par comparaison, les hypoth�eses reposant sur le concept
de "size principle", sous ses di��erentes variantes, sont compatibles avec grosso modo 50 �a
60% des observations. Notons n�eanmoins que ces chi�res bruts livr�es par Peleg doivent être
interpr�et�es avec prudence. En e�et, certaines hypoth�eses font des pr�edictions plus pr�ecises
que d'autres (par exemple, si un gouvernement satisfait l'hypoth�ese 2 de Peleg, il satisfait
aussi par d�e�nition l'hypoth�ese 1), ce qui fait qu'un fort taux de compatibilt�e d'une hy-
poth�ese avec les observations peut aussi être le signe d'une pr�ecision dans la pr�ediction plus
faible/plus grande "permissivit�e" (�a l'extrême, une hypoth�ese qui pr�edirait que "tout peut
ariver" serait compatible avec 100% des observations). Ces questions seront discut�ees dans
la section 4.2.

2.3 Le Partage des Portefeuilles Minist�eriels

Cette section est consacr�ee exclusivement �a la seconde question. A l'exception de Laver
et Scho�eld (dont nous pr�esenterons les travaux plus loin), la r�epartition des portefeuilles
minist�eriels a �et�e abord�ee ind�ependamment de la formation de la coalition gouvernementale;
cette derni�ere est consid�er�ee comme une donn�ee. Cette litt�erature est largement domin�ee par
une hypoth�ese que nous avons d�ej�a rencontr�ee (lorsque nous avons pr�esent�e l'hypoth�ese de
Gamson-Riker) et qui est aujourd'hui r�epertori�ee comme Loi de Gamson. Cette loi empirique
�enonce que les gouvernements r�epartissent les portefeuilles entre les partis du gouverment
au proprata du nombre de si�eges que contrôlent ces partis dans l'assembl�ee. Un tr�es volu-
mineux travail empirique semble con�rmer la validit�e de cette loi. En r�egressant la part de
portefeuilles minist�eriels yi obtenue par un parti i au gouvernement sur la part gi pr�edite par
l'hypoth�ese de Gamson, sur la base de donn�ees couvrant 114 coalitions dans 13 d�emocraties
sur la p�eriode 1945 �a 1969, Browne and Franklin (1973) ont obtenu :

g = �0:01 + 1:07y

Cette r�egularit�e empirique a �et�e con�m�ee par de nombreuse �etudes et a donc acquis de ce
fait le statut de "loi". Browne et Franklin montrent cependant que les deux coe�cients de la
r�egression d�ependent du nombre de partis dans la coalition gouvernementale. Par exemple,
dans le cas de coalitions �a deux partis, la r�egression devient :

g = �0:05 + 1:12y

On note que dans ce cas, tout parti avec moins de 40% des si�eges recoit un pourcentage
sup�erieur �a celui pr�edit par Gamson, phenom�ene d�esign�e sous le nom de "relative weakness
e�ect" par Browne et Franklin. La table suivante illustre cette d�ependance :

Ins�erer la table 2 de Laver et Scho�eld BJPS ici

Ce tableau sugg�ere aussi que dans le cas de gouvernements avec beaucoup de partenaires, les
petits partis ont tendance cette fois �a recevoir moins de portefeuilles que le nombre pr�edit par
Gamson. Dans un papier fondamental, Scho�eld et Laver (1985) ont abord�e cette question
en introduisant pour la premi�ere fois des solutions de la th�eorie des jeux coop�eratifs, c'est
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�a dire des solutions bas�ees explictement sur la construction du jeu coop�eratif TU V d�e�ni
ci-dessus. A�n d'examiner les implications th�eoriques du marchandage, ils consid�erent le jeu
r�eduit au gouvernement S et calculent le noyau de ce jeu. Le tableau ci-dessous illustre leurs
calculs dans le cas des �elections en Finlande en 1970.

Ins�erer la table 3 de Laver et Scho�eld BJPS ici

Scho�eld (1976) montre cependant que Gamson tend �a faire mieux que le noyau, tout en
notant cependant une utilit�e pour la solution coop�erative dans la mesure o�u le noyau pr�edit
correctement la direction observ�ee des �ecarts avec Gamson.

Laver et Scho�eld sugg�erent de consid�erer une th�eorie bas�ee sur l'ensemble de marchandage
avec quelques quali�cations, au premier rang desquelles la prise en compte d'objections et
contre-objections �emanant de coalitions de joueurs.33 Illustrons la logique de marchandage
dans un exemple r�eel.
En novembre 1958, en Belgique, un gouvernement form�e de deux partis - le parti social

chr�etien (PSC) et le lib�eral (PLP) - est form�e. Comme le montrent les r�esultats report�es dans
le tableau ci-dessous, bien que le PSC d�etient 83% des si�eges, il ne recoit que 13 portefeuilles
sur les 19, c'est �a dire 68% du total. Puisque Gamson lui en pr�edit 16, nous sommes encore
en pr�esence d'une version assez forte du "relative weakness e�ect".

Ins�erer la table 4 de Laver et Scho�eld BJPS ici

Que pr�edit le noyau ? Sachant qu'il y a 87 si�eges contrôl�es par l'opposition et que 107
sont n�ecessaires pour former une coalition gagnante, �a la fois le PSC et le PLP sont pivots.
Si le PSC re�coit moins de portefeuilles que le PLP alors le surplus du PSC sera plus petit et
alors selon la logique du noyau, le PLP avec un surplus plus grand quittera la coalition. Le
noyau conduit donc ici �a un partage �egalitaire des portefeuilles entre les deux partis c'est �a
dire 9.5 portefeuilles chacun. Cette conclusion est assez contre-intuitive car la position du
PSC dans ce marchandage semble plus forte que celle du PLP.
Montrons �a pr�esent que le partage observ�e appartient �a l'ensemble de marchandage (cf.

la d�e�nition dans l'appendice 1).
Supposons que le PLP cherche �a former une coalition gagnante excluant le PSC. Puiqu'il

y a 212 si�eges au total et que le PLP en contrôle 21, il a besoin de 86 si�eges suppl�ementaires.
Le PSC quant �a lui en controle 104 et n'a donc besoin que de 3 si�eges suppl�ementaires.
Imaginons qu'au d�epart le PLP n'ait que 5 portefeuilles dans le gouvernement. Supposons

qu'il objecte en r�eclamant un poste suppl�ementaire c'est �a dire 6 portefeuilles. Il en conserve
donc 13 pour ses partenaires. Supposons qu'il forme une coalition avec le BSP et le PCB
en leur promettant respectivement 7 et 6 portefeuilles minist�eriels. Le PSC n'a pas de

33Il est important aussi de signaler que même si le jeu de marchandage est le jeu r�eduit aux partis du
gouvernement, les partis ext�erieurs sont pris en compte dans la s�equence des objections et contre-objections.
On pourrait envisager �a l'inverse un calcul de bargaining set bas�e exclusivement sur le jeu r�eduit ce qui dans
une contre-objection impliquerait seulement les partis du gouvernement. Signalons en�n que l'ensemble de
marchandage ainsi d�e�ni peut être vide ou contenir plusieurs vecteurs. Nous renvoyons le lecteur �a Scho�eld
(1978) pour un expos�e rigoureux de ces points techniques.
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contre-objection. En e�et, il avait au d�epart 14 portefeuilles et il ne lui reste donc que 5
portefeuilles pour convaincre les partenaires, ce qui est insu�sant. Si en revanche le PLP
avait 6 portefeuilles dans l'accord de gouvernement, cette logique ne peut être mise en oeuvre.
En e�et si dans l'objection, le PLP se contente de 7 portefeuilles et r�epartit les 12 restants
�equitablement entre le BSP et le PCB, le PSC peut formuler une contre-objection : conserver
13 postes pour lui même et o�rir les 6 restants au BSP.
Sym�etriquement avec 13 portefeuilles, le PSC n'a pas d'objection justi��ee non plus contre

le PLP. Si le PSC en souhaite 14 et donne pour ce faire 5 portefeuilles au BSP, le PLP peut
formuler une contre-objection en o�rant 6 postes au BSP et un poste au PCB.
En r�esum�e ici lo logique de marchandage pr�edit 6 portefeuilles pour le PLP et 13 pour

le PSC, des chi�res distants de ce que laissaient pr�evoir leurs poids en si�eges, mais o�u les
�ecarts avec Gamson sont n�eanmoins moindres que ce que pr�edit le noyau. Dans le cas Belge,
l'ensemble de marchandage a o�ert une explication du "relative weakness e�ect". Dans
l'appendice 4, nous pr�esentons d'autres exemples concrets de cette logique de marchange,
emprunt�es �a l'histoire politique du Danemark et de la Finlande.

Laver et Scho�eld (1985,1990) ont conduit une analyse empirique destin�ee �a mesurer les
performances relatives des trois th�eories discut�ees ci-dessus: Gamson, noyau et ensemble
de marchandage. Une r�egression multiple portant sur la part observ�ee d'un parti dans
un gouvernement avec comme r�egresseurs les valeurs de parts attach�ees aux trois th�eories
conduit �a une tr�es forte domination de Gamson comme l'illustre le tableau ci-dessous.

Ins�erer le tableau 7 de Laver et Scho�eld (1985) ici

Comme ils le font remarquer, chaque th�eorie prise s�epar�ement pr�edit mal les r�epartitions,
contrairement �a leur combinaison. Conduire des r�egressions simples s�epar�ees ne permet pas
de conclure, sinon �a une certaine inf�eriorit�e du noyau par rapport aux deux autres et il
faut donc conduire une analyse plus �ne car la comparaison entre Gamson et l'ensemble de
marchandage est ambigue. Nous renvoyons le lecteur �a leur analyse plus pouss�ee de leurs
donn�ees sur la base du rang des partis dans les coalitions gouvernementales et des pays
concern�es.

2.4 Le Compromis Programmatique

Examinons maintenant les implications de l'hypoth�ese polaire o�u les partis sont purement
id�eologiques et les r�eponses qui peuvent être apport�ees �a la troisi�eme question.

Une premi�ere hypoth�ese envisageable �enonce que la politique x mise en place par le
gouvernement n'est pas contest�ee, �a l'unanimit�e de ses membres, par une coalition majoritaire
S, c'est �a dire qu'il est impossible �a la coalition S de proposer une politique alternative y
telle que Ui (y) > Ui (x) pour tout i 2 S. Dans le jargon de la th�eorie des jeux coop�eratifs,
ceci �equivaut �a demander �a ce que la politique x soit dans le coeur du jeu V .
Dans le cas o�u m = 1, c'est �a dire lorsque les partis politiques sont rang�es sur un axe

gauche-droite, la connaissance de leurs points id�eaux su�t �a d�eterminer le classement des
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partis sur cet axe et la valeur r�eelle de ces points est sans importance pour le calcul du
coeur. Le coeur consiste ici en la politique du parti median, o�u par m�edian on entend le
parti occupant la position n+1

2
sur l'axe gauche-droite. Notons que ce r�esultat est valide pour

tout jeu simple propre : dans ce cas le m�edian est le plus parti i tel que: f1; 2; :::; i� 1g =2
W et f1; 2; :::; ig 2 W (les partis �etant num�erot�es selon leur position sur l'axe gauche-
droite). Dans le cas du jeu majoritaire pond�er�e ordinaire, il s'agit du plus petit parti tel quePi�1

j=1wj <
Pn
j=1 wj

2
et
Pi

j=1wj >
Pn
j=1 wj

2
. Il est important de noter que le parti m�edian n'a

nul besoin de contrôler la majorit�e. Cette th�eorie pr�edit que la politique mise en place par
le gouvernement sera la politique pr�ef�er�ee par le parti m�edian. Le gouvernement peut être
form�e de ce parti seulement ou d'une coalition de partis comprenant ou non le parti m�edian.
Pour être plus pr�ecis et avoir aussi une pr�ediction quant au gouvernment form�e, il faudrait
une th�eorie du marchandage au sein du gouvernement.
Lorsque m � 2, le coeur d'un jeu n'a aucune raison d'être non vide. Pour ce faire il faut

que son nombre de Nakamura soit au moins �egal �a 4 (voir appendice 2). Ce n'est pas le cas
du jeu majoritaire ordinaire. La g�eom�etrie du coeur est particuli�erement instructive dans le
cas spatial34. A tout point x 2 Rm, on peut associer un ensemble dominant ("winset") W (x)
d�e�ni comme suit:

W (x) = [S2W fy 2 X : vi (y) > vi (x) pour tout i 2 Sg

Dans le cas o�u m = 2 et n = 3, la forme en p�etale de l'ensemble dominant est illustr�ee sur
la �gure ci-dessous dans le cas du jeu majoritaire ordinaire :

Ins�erer p�etale ici

Une politique x est dans le coeur du jeu lorsqueW (x) = ?. Une autre facon de l'appr�ehender
est en termes d'hyperplan m�edian. Un hyperplan H de Rm est un hyperplan median si pour
chacun des deux côt�es H+ et H� de l'hyperplan35, se trouvent la moiti�e des points id�eaux
des partis. Par exemple dans le cas de n = 3 et m = 2 et du jeu majoritaire sym�etrique
ordinaire, on repr�esente sur la �gure ci-dessous, une ligne m�ediane.

Ins�erer ligne m�ediane ici

Il est facile de voir qu'un point x est dans le coeur ssi il appartient �a tous les hyperplans
medians. Par ailleurs, �etant donn�e deux points x et y dans Rm, on peut consid�erer l'ensemble
des hyperplans orthogonaux �a la droite passant par x et y. L'un d'entre eux est un hyperplan
m�edian36. On en d�eduit que si x+y

2
2 H� (H+), alors y 2 W (x) (x 2 W (y)). Dans le cas du

jeu majoritaire ordinaire, il est quasiment impossible d'obtenir un coeur non vide. En e�et,
comme le sugg�ere cette g�eom�etrie, pour avoir un coeur non vide, les points id�eaux doivent
être dans un con�guration tr�es particuli�ere. Le lecteur trouvera tous les d�eveloppements sur

34Le lecteur trouvera une pr�esentation �el�ementaire de ces notions dans Feld, Grofman et Miller (1989) et
Mueller (2003).
35Par côt�e, on entend le demi-espace ouvert d�e�ni par l'hyperplan et l'hyperplan lui même.
36On dit que c'est l'hyperplan m�edian dans la direction �!xy.
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ce sujet dans la derni�ere partie de l'appendice 2. Notons cependant que sous cette forme tr�es
n�egative, ce r�esultat ne s'applique qu'au jeu majoritaire ordinaire. Pour un jeu majoritaire
pond�er�e, le coeur peut être non vide comme l'illustre la cas de la Knesset en 1992 illustr�e
ci-dessous dans le cas o�u m = 2.

Ins�erer �gure 6.1 de Scho�eld (2008) ici

Lorsque le coeur est vide, quelle th�eorie alternative peut-on proposer ? Plusieurs solu-
tions sont d�ecrites dans l'appendice 2. Au nombre de celles-ci �gurent l'ensemble d�ecouvert
et le yolk. On trouvera dans Miller (2007) une analyse g�em�etrique d�etaill�ee de ces deux
solutions. Le yolk est typiquement un disque assez petit compar�e �a l'ensemble de Pareto
qui est ici l'enveloppe convexe des points id�eaux. Certaines lignes m�edianes comptent plus
particulirement dans le sens o�u elles d�elimitent le yolk. Parmi les autres solutions privil�egi�ees
pour �etudier les coalitions les plus susceptibles de se se former et les politiques qu'elles met-
traient en place, �gure aussi la solution mise en avant par Scho�eld sous le nom de Heart. Sa
d�e�nition et ses pincipales propri�et�es sont rappel�ees dans l'appendice 2. En fait sa g�eom�etrie
est facile �a d�eterminer. Il s'agit d'un ensemble �etoil�e (pas n�ecessairement convexe) d�elimit�e
par une partie des hyperplans medians37. On trouvera dans les travaux de Scho�eld de
nombreuses �etudes de cas bas�ees sur les donn�ees �electorales de nombreuse d�emocraties par-
lementaires ainsi que des commentaires quant aux coalitions attach�ees aux lignes m�edianes
bornant le heart. Par exemple, la �gure ci-dessous reproduit le Heart dans le cas de la
Knesset en 1988.

Ins�erer �gure 6.2 de Scho�eld (2008) ici

A cette approche "institution-free", on peut pr�eferer l'approche "n�eo-institutionnelle" de
Laver et Shepsle (1996) qui d�eveloppent dans le cadre du mod�ele spatial un cadre contraig-
nant le lien entre la formation d'une coalition gouvernementale et le choix d'un compromis
programmatique. Un gouvernement est d�ecrit par une coalition gagnante S et une applica-
tion MS de S dans f1; 2; :::;mg qui assigne �a chaque parti le ou les minist�ere(s) dont il a la
charge. Il est suppos�e que chaque minist�ere exerce un contrôle dictatorial sur la politique
dont il a la charge. Les partis sont d�esormais d�ecrits par leur fonction d'utilit�e (indirecte)
Vi sur les applications MS :

Vi (MS) = C �
mX
k=1

(�i � �MS(k))
2

On cr�ee une structure de treillis en consid�erant l'ensemble les points id�eaux (�i)i2N . Par
exemple, si m = 2 et n = 4, on obtient g�en�eriquement 16 vecteurs du plan susceptibles
d'être consid�er�es. Laver et Shepsle d�e�nissent une coalition MS comme

38 �etant un �equilibre
de gouvernement s'il n'existe pas MT avec T 2 W tel que :

Vi (MT ) > Vi (MS) pour tout i 2 T
37On trouvera dans la section 13.7.2. de Mueller (2003) une pr�esenation simple du Heart.
38La donn�ee de MS d�e�nit implicitement la coalition de gouvernement S.
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en d'autres termes, si MS appartient au coeur du jeu coop�eratif NTU dont la fonction
caract�eristique V est d�e�nie par :

V (S) =

� �
v 2 RS j 9MS : S ! f1; :::;mg tel que pour tout i 2 S, vi � Vi (MS)

	
si S 2 W

RS� si S =2 W

Ils d�e�nissent un parti i comme �etant "tr�es fort" si l'ensemble dominant de son point id�eal
ne contient aucun point du treillis, c'est �a dire s'il n'existe pas de coalition gagnante S et
gouvernement MS tels que :

Vj (MS) > Vj
�
Mfig

�
pour tout j 2 S

En d'autres termes, Mfig est un �equilibre de gouvernement. Ils d�e�nissent ensuite un parti i
comme �etant "raisonnablement fort" s'il n'est pas tr�es fort mais que les points du treillis de
l'ensemble dominant de son point id�eal ont toujours au moins une coordonn�ee correspondant
�a la coordonn�ee id�eale du parti i. En d'autres termes, tous les �equilibres de gouvernement
contiennent le parti i. La di��erence entre un parti fort et un parti raisonnablement fort fait
�echo �a la di��erence entre un dictateur et un joueur ayant un pouvoir de v�eto dans la th�eorie
des jeux simples expos�ee dans l'appendice 2.
Il n'est pas ais�e de d�eterminer de facon g�en�erale quelles sont les caract�eristiques qui

font d'un parti un parti tr�es fort ou raisonnablement fort. Comme l'�ecrivent Martin et
Stevenson (2001) : "Mathematically, these are not just median parties, multidimensional
median parties, core parties or some other distinguished type of party. Rather, the conditions
that de�ne a strong party are much more complex not always corresponding to a party's
centrality or size".
L'existence d'un �equilibre de gouvernement n'est pas garantie39 mais les chances d'en

avoir un sont beaucoup plus �elev�ees que dans le cas classique o�u tous les compromis sont
envisageables. Au nombre des candidats, �gure le vecteur, appel�e le m�edian vectoriel,40

o�u chaque coordonn�ee est le m�edian des points id�eaux dans cette dimension. En notant
T , l'ensemble des partis tels que le point id�eal du parti est le m�edian dans au moins une
dimension, on obtient ainsi une fonction MT . Mueller (2003) propose un exemple �eclairant
de ces notions dans le cas du Bundestag allemand en 1987 (cf. sa �gure 13.5 page 288).
Le lecteur trouvera dans Laver et Shepsle (1996) une analyse tr�es pouss�ee des implica-

tions de cette nouvelle approche, qui a comme principal m�erite d'o�rir un cadre d'analyse
conduisant �a la d�etermination jointe de l'alliance gouvernementale et de son compromis
programmatique, et par voie de cons�equence la r�epartition des portefeuilles minist�eriels.

3 Alliances/Coalitions Electorales

La section pr�ec�edente a �et�e consacr�ee aux alliances entre candidats et partis apr�es les
�elections. Cette section est d�edi�ee �a l'analyse des alliances entre les candidats et partis

39Les exemples classiques d'�echanges de votes avec m = 2 et n = 3 illustrent cette question d'existence.
40M�edian vectoriel est notre traduction pour dimension-by-dimension median (DDM) chez Laver et

Shepsle.
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avant et pendant les �elections. Nous appelerons alliances pr�e-�electorales, les alliances/accords
conclus avant le d�ebut des �elections, alliances int�erim-�electorales les alliances conclues pen-
dant les �elections, et alliances post-�electorales, les alliances conclues apr�es les �elections. Par
d�e�nition, les alliances int�erim-�electorales n'ont de sens que le contexte o�u l'�election com-
prend plusieurs tours.41

Dans cette section, nous allons donc nous focaliser sur les alliances pr�e-�electorales et
int�erim-�electorales, que Duverger appelle alliances �electorales, par opposition aux post-
�electorales que sont les alliances gouvernementales. Le syst�eme �electoral a un impact con-
sid�erable sur la formation d'alliances strat�egiques entre partis.42 En e�et, les incitations
�a s'allier et la nature des dispositifs et tactiques d'alliance ne sont pas les mêmes dans un
syst�eme pluralitaire �a un tour o�u les candidats se concurrencent dans des districts o�u il y a un
si�ege �a pourvoir et dans un syst�eme proportionnel avec listes bloqu�ees o�u il y a grand nombre
de si�eges �a pourvoir. Dans le premier cas, la raison d'être de l'alliance est d'�eviter de per-
dre des si�eges en raison des probl�eme de coordination entre �electeurs et donc d'�emiettement
des voix r�esultant d'une multiplicit�e de candidatures du même camp43. Dans le second cas,
les incitations �a former une alliance sont beaucoup plus faibles voire nulles si les utilit�es
des acteurs sont mod�elis�ees comme �etant fonction exclusivement des gains en si�eges �a court
terme. Elles refont cependant surface si le syst�eme n'est pas parfaitement proportionnel,
par exemple si il existe de seuils planchers en de�c�a desquels les listes ne participent pas �a la
r�epartition des si�eges ou si le nombre de si�eges par district est petit.
Dans les syst�emes pluralitaires �a un ou deux tours, il pourra s'agir d'accords sur les

candidatures. Dans le cas d'un syst�eme �a un tour, certains partis peuvent s'entendre au
pr�ealable pour ne pas pr�esenter de candidats dans certains districts : le parti A ne pr�esente
pas de candidat dans le district 1 pour laisser le champ libre au candidat du parti B et le
parti B renvoie l'ascenseur en ne pr�esentant pas de candidat dans le district 2 pour laisser
le champ libre au candidat du parti A. Il s'agit ici d'une entente pr�e-electorale de type
d�esistement. Suivant les forces respectives des deux partis, on peut penser que le taux de
substitution ne sera pas de 1 pour 1 mais par exemple de 1 pour 4 ou 5. De plus, l'accord

41Remarquons ici qu'il existe une di��erence essentielle entre les alliances post-�electorales et les alliances
pr�e ou int�erim-�electorales. Ex post, les jeux sont faits et chaque protagoniste connâ�t avec certitude les
ressources en si�eges dont il dispose. Ex ante ou au stade int�erim, rien n'est fait et les acteurs sont expos�es �a
une incertitude. Cette incertitude est d'autant plus compliqu�ee que pour chaque contrefactuelle d'alliance,
les joueurs doivent être capables d'anticiper la r�eaction des �electeurs. Comment les �electeurs vont-ils se
comporter face �a telle ou telle con�guration d'alliances ? Même si les �electeurs ont des pr�eferences bien
d�e�nies sur les candidats/partis, il n'est pas imm�ediat de savoir comment ils �evaluent les alliances et si
eux mêmes ont des anticipations concernant le jeu post-�electoral ? La th�eorie sur ce sujet est loin d'être
d�evelopp�ee, �a l'exception d'Austen-Smith et Banks (1988, 1990).
42Comme l'�ecrit Duverger : "Les alliances �electorales sont elles-mêmes tr�es vari�ees, suivant le mode de

scrutin et suivant le degr�e d'union : pr�esentation de candidats communs ou de listes communes au premier
tour ou au tour unique, d�esistements mutuels au second tour, accords pour la r�epartition des restes ou
apparentements dans certains syst�emes proportionnels, etc...". Duverger se livre �a une analyse tr�es �ne des
modes d'alliances �electorales. En particulier il met en avant, comme nous le faisons dans cette section, le
rôle de l'�electeur. On pourrait �ecrit-il distinguer les "alliances forc�ees des alliances facultatives". Golder
(2006) distingue cinq tactiques d'alliance.
43Golder (2006) l'�evoque sous l'appelation "disproportionality argument" et �enonce ensuite une hypoth�ese

de disproportionnalit�e.
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peut etre multilat�eral, c'est �a dire impliquer plus de deux partis. Dans le cas d'un syst�eme
�a deux tours, l'argument de coordination ne disparâ�t pas (les �electeurs fran�cais en savent
quelque chose) mais perd de son intensit�e. Un accord de d�esistement peut d�esormais être
conditionnel, c'est-�a-dire fonction des scores r�ealis�es par les candidats des partis de l'alliance
dans chaque district. Il peut être sign�e ex ante, c'est-�a-dire avant le premier tour, ou au stade
int�erim, c'est-�a-dire apr�es le premier tour. Les discussions entourant une tactique d'alliance
portent principalement sur l'�etendue et la g�eographie des d�esistements mais peuvent inclure
�egalement des questions programmatiques et, le cas �ech�eant, la distribution des portefeuilles
de l'ex�ecutif en cas de victoire. A titre d'illustration, la prochaine section sera consacr�ee �a
l'�etaude des accords bilat�eraux de d�esistement dans un scrutin majoritaire �a un tour.
Dans le cas de scrutin de type proportionnel o�u des listes sont en concurrence pour

l'obtention de si�eges dans une assembl�ee, les tactiques d'alliance peuvent encore conserver
leur attrait dans certains cas de �gure. Pour que ce soit le cas, il faut qu'il y ait une
composante non proportionnelle dans la formule de conversion des voix en si�eges et/ou un
calcul qui d�epasse la consid�eration des gains de si�eges �a court terme. Parmi ces composantes
non-prorpotionnelles, �gurent notamment les seuils de repr�esentation (par exmple, une liste
doit disposer d'au moins 5% des voix exprim�ees pour si�eger au Parlement) et la pr�esence de
bonus en si�eges pour la liste arriv�ee en tête. A la di��erence des candidatures individuelles,
les listes permettent d'accommoder des arrangements vari�es entre les partis en choissant le
nombre de partenaires de chaque parti de l'alliance qui �gureront sur la liste et leurs positions
respectives sur cette liste d'union. Donc en principe, il n'est nul besoin de proc�eder �a un
d�esistement sec. En fait, une strat�egie de d�esistement peut tr�es bien être propos�ee par un
parti hors de l'alliance. En se d�esistant, certes, ce parti renonce �a briguer des si�eges mais il
peut �eviter l'accession au pouvoir ex�ecutif d'un parti qu'il classe en dessous de ses adversaires
habituels. Pour que ce risque soit pr�esent, notons qu'il faut une entorse �a la proportionnelle,
comme par exemple un bonus signi�catif �a la liste arriv�ee en tête.44 L'essentiel des travaux
consacr�es aux alliances �electorales dont nous allons parler appartiennent �a cette cat�egorie :
des syst�emes de type proportionnel, mais pr�esentant des composantes non proportionnelles
comme des seuils ou des bonus. Pour expliquer l'�eclairage de la th�eorie des jeux coop�eratifs45

44Consid�erons �a titre d'exemple un syst�eme �electoral proportionnel �a hauteur de 75% des si�eges entre les
partis ayant atteint le seuil de 10% au premier tour et avec un bonus de 25% au vainqueur. (Il s'agit du mode
de scrutin utilis�e en France pour les �elections r�egionales. Nous pr�esenterons en d�etail ce mode de scrutin
dans la derni�ere partie de cette section.) Si par exemple la liste en tête fait 33% des voix, que le second
fasse 30% ,que le parti dont nous examinons le comportement ne fasse que 20% et que les autres partis
soient en dessous de 10%, en se maintenant il court le risque (si les �electeurs des partis �elimin�es s'abstiennent
et que les abstentionnistes du premier tout ne se mobilisent pas) de faire �elire le premier parti. Le score
de deuxi�eme tour du premier parti devient �egal �a 33

33+30+20 ' 40% et son pourcentage de si�eges est �egal �a
0:25 + 0:4 � 0:75 = 0:55. Il est donc majoritaire et contrôle �a lui tout seul l'ex�ecutif (dans le terminologie
de la section 2, le jeu simple post-�electoral est dictatorial). En se d�esistant et en donnant comme consigne
de vote �a ses �electeurs de voter pour le second, il fait monter le score du second �a 30+20

33+30+20 ' 60% qui
obtient d�es lors 0:25 + 0:6 � 0:75 = 70% des si�eges et est en position de g�erer seul l'ex�ecutif. Il faut noter
qu'�a proprement parler un tel d�esistement ne fait pas partie d'une strat�egie d'alliance car ici le joueur qui
s'est d�esist�e n'est pas un partenaire.
45S'agissant de la mod�elisation, rien n'interdirait a priori de mod�eliser le contexte strat�egique d'alliance

comme un jeu non-coop�eratif, notamment dans le cas o�u la d�ecision est binaire : participer ou non �a un projet
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en mati�ere d'alliances �electorales, nous avons choisi de nous concentrer sur deux modes de
scrutin tr�es singuliers remplissant ces conditions : le premier a �et�e utilis�e en France pour
�elire les d�eput�es dans les deux derni�eres �elections de la 4i�eme R�epublique et le second est
utilis�e en France depuis 2004 pour �elire les conseillers r�egionaux46. Pour ce faire, nous allons
commencer par introduire quelques notations et d�e�nitions g�en�erales s'appliquant aux deux
contextes. Puis nous d�e�nirons et analyserons s�equentiellement les deux modes de scrutin
que nous venons d'�evoquer.47

Dans toute cette section, s'agissant des partis, nous allons estimer en premi�ere approx-
imation de court terme que leur utilit�e est fonction exclusive de leur r�esultat �electoral en
si�eges et de l'identit�e de l'alliance qui formera l'ex�ecutif. Pour r�epondre �a cette derni�ere
question (qui formera l'�ex�ecutif ?), il faut donc avoir au pr�ealable r�epondu aux questions qui
�etaient l'objet de la section 2. Ayant une th�eorie transformant un pro�l de si�eges en une
coalition gouvernementale et un programme, on peut donc conclure que l'utilit�e en forme
r�eduite ne d�epend que du r�esultat �electoral global. Mais, il n'est plus clair d�esormais que
cette fonction soit croissante en fonction du nombre de si�eges. Si on croit par exemple �a la
th�eorie de Gamson-Riker, il se peut tr�es bien qu'un parti trop bien pourvu en si�eges ne soit
pas invit�e �a faire partie de la coalition gouvernementale. Si l'on suppose que des portefeuilles
minist�eriels sont mieux �evalu�es que de simples si�eges de parlementaires, alors il n'est plus
dans l'int�erêt du parti de gagner trop de si�eges ! Nous allons ignorer cette pathologie dans la
suite de cette section et nous concentrer sur le cas o�u l'utilit�e d'un parti est �egale au nombre
de si�eges remport�es par ce parti.

d'alliance sans qu'il y ait quoique soit �a n�egocier au sein de celle-ci. Comme nous allons le voir, c'est le cas
pour la loi des apparentements introduite en France en 1951. Mais en r�egle g�en�erale, le contexte strat�egique
de marchandage est beaucoup plus complexe et la mod�elisation en termes de jeux non-coop�eratifs devient
plus hasardeuse. Même dans le cas de la loi des apparentements introduite en France en 1951, �etant donn�e la
multiplici�e des alliances possibles, les seules analyses acad�emiques de cete loi utilisent �a notre connaissance
la th�eorie des jeu coop�eratif.
46Un mode de scrutin de même nature est utilis�e pour �elire les conseillers municipaux des agglom�ertions

de plus de 1000 habitants.
47Nous allons cependant faire l'impasse dans cette section sur de nombreux aspects de l'analyse des alliances

�electorales. Par exemple, dans le second cas, nous n'allons pas analyser le jeu de formation des alliances, c'est-
�a-dire r�epondre �a des questions du type : pourquoi telle alliance se forme-t-elle ou non ? Que peut-on dire
des partenaires d'une alliance ? Sont-ils nombreux, id�eologiquement proches, etc...? Par voie de cons�equence
nous ne r�epondrons pas non plus �a des questions comme : dans un syst�eme �a deux tours pourquoi a t-
on parfois des alliances pr�e-electorales et parfois des alliances int�erim-�electorales ? La d�etermination d'un
mod�ele ad�equat et g�en�eral de formation des alliances est une voie de recherche importante et pour tout dire
largement inexplor�ee comme l'est en g�en�eral la formation des structures de coalitions en th�eorie des jeux. La
majeure partie des travaux dans ce domaine se limite �a l'analyse empirique d' hypoth�eses. Une illustration
typique de cette veine de travaux est Blais et Indridason (2007) consacr�e aux syst�emes �electoraux �a deux
tours. Golder (2006) o�re une pr�esentation ordonn�ee et synth�etique des contributions �a cette litt�erature.
Nous allons donc concentrer notre attention dans le cas des �eections r�egionales sur le partage des gains de
la coop�eration entre les partenaires au sein des alliances.
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3.1 Accords bilat�eraux de d�esistement dans un scrutin majoritaire

�a un tour

A�n d'illustrer la logique des alliances dans le cas d'un scrutin uninominal majoritaire �a
un tour, cond�erons l'exemple le plus simple possible, �a savoir celui d'un accord entre deux
partis, portant sur deux circonscriptions.
Dans le cas bilat�eral, disons impliquant les partis A et B, la mod�elisation d'un accord

de d�esistement portant sur deux circonscriptions �a un si�ege, disons le district 1 et le district
2, est particuli�erement simple si le seul enjeu est d'accepter ou non l'accord sans autre
forme de compensation : A ne pr�esente pas de candidat dans le district 2 et B ne pr�esente
pas de candidat dans le district 1. Dans ce cas, on peut utiliser la mod�elisation des jeux
non-coop�eratifs, chaque parti devant d�ecider d'accepter ou non l'accord de d�esistement. En
supposant les deux districts statistiquement ind�ependants et les partis neutres au risque,
il su�t de savoir calculer les lois de probabilit�e des �ev�enements suivants : "en l'absence
d'accord, le parti j gagne le district k" (qui se produit avec une probabilit�e not�ee pjk), "en
pr�esence d'un accord, le parti A gagne le district 1" (not�ee qA1 ), et en�n "en pr�esence d'un
accord, le parti B gagne le district 2" (not�ee qB2 ). Les utilit�es esp�er�ees respectives des deux
parties s'�ecrivent :

Pour le parti A :

�
pA1 + p

A
2 en l'absence d'accord
qA1 en cas d'accord

Pour le parti B :

�
pB1 + p

B
2 en l'absence d'accord
qB2 en cas d'accord

Si les partis A et B sont rationnels (dans le cadre de la rationalit�e pr�ecise suppos�ee ici), ils
signeront un accord ssi :

qA1 > p
A
1 + p

A
2 et q

B
2 > p

B
1 + p

B
2

Nous attirons l'attention du lecteur sur un point important qui va refaire surface syst�ematiquement
dans le reste de cette section, �a savoir que ce calcul reposera in�evibalement sur des hypoth�eses
de comportement des �electeurs pour les di��erentes contrefactuelles (ici deux, d�esistement ou
non). Notons �egalement que nous pourrions �ecrire le probl�eme ci-dessus comme un jeu
coop�eratif �a deux joueurs et �a utilit�e non transf�erable (NTU).
Que se passerait-il si l'on supposait au contraire que les joueurs peuvent transf�erer leur

utilit�e ? Le jeu de marchandage serait di��erent. La fonction caract�eristique du jeu s'�ecrirait:

V (A;B) = qA1 + q
B
2

V (A) = pA1 + p
A
2

V (B) = pB1 + p
B
2

Le jeu est suradditif ssi :
qA1 + q

B
2 > p

A
1 + p

A
2 + p

B
1 + p

B
2

Notons que par rapport au cas NTU, les partis ont beaucoup plus de latitude pour n�egocier
les termes r�esiduels de l'accord. Par exemple ici, la valeur de Shapley Sh - qui est aussi le
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nucl�eole et la solution de Nash - sugg�ere :

ShA =
V (A;B)

2
+
V (A)� V (B)

2

ShB =
V (A;B)

2
+
V (B)� V (A)

2

Si les partis sont comparables en l'absence d'accord, c'est �a dire si V (A) ' V (B); alors
ShA ' ShB. Ceci est vrai même si q

A
1 6= qB2 . Notons �egalement que dans le cas o�u par

exemple qA1 = qB2 ' 1, pA1 = pA2 = 0:4 et pB1 = pB2 = 0:1, la valeur de Shapley (1:3; 0:7)
recommande un �ecart signi�catif par rapport �a la solution (1; 1). Cet �ecart trouve son
origine dans le rapport de force, qui est ici �a l'avantage du parti A.
Ici on voit que la possibilit�e de transf�erer l'utilit�e change l'issue du marchandage. L'ensemble

de marchandage en revanche co��ncide avec le coeur et correspond donc �a tous les accords
respectant les contraintes de rationalit�e individuelle.
Notons en�n que les rapports de force entre les deux protagonistes peuvent être a�ect�es

par leur aversion au risque. Si on note �A et �B les utilit�es de von Neumann-Morgenstern
d'un seul si�ege des partis A et B (apr�es avoir normalis�e, sans perte de g�en�eralit�e, respec-
tivement �a 2 et 0 les utilit�es des deux partis pour 2 si�eges et 0 si�ege), les utilit�es esp�er�ees
respectives des deux partis s'�ecrivent dans le jeu NTU :

Pour le parti A :

� �
pA1 + p

A
2

�
+
�
�A � 1

� �
pA1
�
1� pA2

�
+ pA2 (1� pA1 )

�
en l'absence d'accord

�AqA1 en cas d'accord

Pour le parti B :

� �
pB1 + p

B
2

�
+
�
�B � 1

� �
pB1
�
1� pB2

�
+ pB2 (1� pB1 )

�
en l'absence d'accord

�BqB2 en cas d'accord

La neutralit�e au risque se traduit ici par les conditions : �A = �B = 1, tandis que l'aversion
au risque se traduit ici par les conditions : �A > 1 et �B > 1. Si les partis A et B sont
rationnels (dans le cadre de la rationalit�e pr�ecise suppos�ee ici), ils signeront un accord ssi :

qA1 +
�
�A � 1

�
qA1 >

�
pA1 + p

A
2

�
+
�
�A � 1

� �
pA1 + p

A
2 � pA1 pA2

�
qB2 +

�
�B � 1

�
qB2 >

�
pB1 + p

B
2

�
+
�
�B � 1

� �
pB1 + p

B
2 + p

B
1 p

B
2

�
Notons que par rapport �a la situation de neutralit�e au risque, l'aversion au risque augmente
les chances que chaque parti souhaite signer un accord.
Que se passe-t-il �a pr�esent dans le jeu TU? La fonction caract�eristique s'�ecrit :

V (A;B) = �AqA1 + �
BqB2

V (A) =
�
pA1 + p

A
2

�
+
�
�A � 1

� �
pA1
�
1� pA2

�
+ pA2 (1� pA1 )

�
V (B) =

�
pB1 + p

B
2

�
+
�
�B � 1

� �
pB1
�
1� pB2

�
+ pB2 (1� pB1 )

�
Si, par exemple, le parti A est tr�es averse au risque, c'est-�a-dire ici si �A ' 2 et le parti B
est presque neutre (�B ' 1), la fonction caract�eristique s'�ecrit :

V (A;B) = 2qA1 + q
B
2 ;
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V (A) =
�
pA1 + p

A
2

�
+
�
pA1
�
1� pA2

�
+ pA2 (1� pA1 )

�
V (B) = pB1 + p

B
2

Que devient ShA ? Clairement ShA a augment�e (puisque V (A;B) et V (B) ont tous deux
augment�e, alors que V (B) est rest�e inchang�e). Quant �a ShB, il a vari�e de

qA1 �
�
pA1
�
1� pA2

�
+ pA2 (1� pA1 )

�
2

Si qA1 > pA1
�
1� pA2

�
+ pA2 (1 � pA1 ), alors on en d�eduit que la variation est de signe positif.

L'aversion au risque du joueur A a pro�t�e au joueur B48.

3.2 Alliances �electorales dans les scrutins plurinominaux : Nota-

tions, D�e�nitions et Hypoth�eses

Nous consid�erons ici un scrutin plurinominal : n partis sont en comp�etition dans une cir-
conscription o�u K si�eges sont en jeux. Un bulletin de vote consiste en une liste ordonn�ee de
K candidats. La liste est bloqu�ee : aucune latitude n'est laiss�ee �a l'�electeur de manisfester
une pr�ef�erence entre les candidats et aucun panachage n'est consid�er�e comme valide. Donc
l'�electeur peut soit s'abstenir, soit voter blanc, soit voter pour l'une des n listes. Nous allons
nous int�eresser �a des syst�emes �electoraux dits mixtes dans le sens o�u ils couplent le principe
de proportionnalit�e avec un principe de bonus : ce n'est pas "the winner-take-all" mais le
"winner- take-some". S'agissant du principe de proportionnalit�e, nous pr�eciserons la formule
utilis�ee pour convertir les votes en voix et l'existence ou non d'un seuil plancher pour être
�eligible �a la repr�esentation. S'agissant du bonus, nous en d�e�nirons la nature exacte. En�n,
nous pr�eciserons aussi le nombre de tours pr�evu par le syst�eme �electoral et les conditions de
participation au second tour.

Alliances r�ealisables. Avant de sp�eci�er ces d�etails, il nous reste �a d�e�nir ce que
nous entendrons par alliances possibles. Nous avons d�ej�a �evoqu�e les barri�eres id�eologiques et
morales qui peuvent interdir une alliance même si du point de vue d'une rationalit�e mesur�ee
par le nombre de si�eges gagn�es, celle-ci se r�ev�elerait e�cace. Dans cette section, suivant en
cel�a les travaux pionniers de Rosenthal (1968a, 1968b, 1970, 1975) puis Lee et Rosenthal
(1976) et Lee, McKelvey et Rosenthal (1979) sur l'analyse des alliances durant la 4i�eme

R�epublique, nous allons d�ecrire les contraintes externes pesant sur les alliances �a l'aide d'un
graphe G dont les sommets sont les partis. La pr�esence d'une arête entre les partis i et j sera
interpr�et�ee comme indiquant que les partis i et j sont en situation de coop�erer. Le graphe
repr�esente donc sur un plan bilat�eral les liens de coop�eration potentiels entre les partis. Une
coalition S � N est r�ealisable si le graphe G restreint �a S est connexe c'est �a dire si pour tout
i et j dans S, il existe un chemin dans S c'est �a dire une suite de sommets i1; i2; :::; ik telle
que que i1 = i; ik = j et (il; il+1) soit une arête du graphe pour tout l = 1; :::; k � 1. Il n'est
impos�e aucune contrainte sur la longueur k du chemin. Dans cette logique, une coalition

48Tout intuitif qu'il soit, ce r�esultat n'a rien d'universel comme l'illustrent les r�esultats th�eoriques de Roth
et Rothblum (1982) et Safra, Zhou et Zilcha (1990).
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S est r�ealisable si deux partenaires peuvent se parler par une chaine possiblement longue
d'"amis" interm�ediaires. Cela est beaucoup moins exigeant que de demander que toutes les
paires soient amies c'est �a dire que k soit born�e par 2.
A titre d'illustration, supposons n = 5 : extrême gauche, gauche, centre, droite, extrême

droite. On peut imaginer le graphe suivant :

1; (2; 3); (3; 4); 5

Dans ce cas, il y a trois alliances possibles: f2; 3g ; f3; 4g et f2; 3; 4g. Le parti 3 (parti
centriste) peut former une grande coalition avec les partis 2 et 4 qui ne peuvent envisager
une alliance directe. Naturellement, si l'on impose k � 2, les seules alliances possibles sont
f2; 3g et f3; 4g. La mod�elisation ci-dessus est adapt�ee aux contextes politiques dans lesquels
il existe un ou plusieurs partis centraux relativement neutres et souples pour servir d'artisan
�a la formation des alliances. On pourrait d'ailleurs renforcer la d�e�nition de faisabilit�e en
demandant qu'une alliance S n'est r�ealisable que s'il existe au moins un parti i 2 S tel que
(i; j) est une arête de G pour tout j 2 S.
Le graphe suivant propos�e par Lee, McKelvey et Rosenthal (1979) d�ecrit le graphe G

dans le cas des 6 principaux (c'est-�a-dire avec une assisse nationale) partis fran�cais en 1951.

Ins�erer �gure 1 de Lee, McKelvey et Rosenthal

Dans ce cas, le nombre de partitions possibles des 6 partis en alliances r�ealisables (en
l'absence d'alliances pr�e-�electorales) est �egale �a 20. Si l'un des partis pr�esente deux listes
(ce fut le cas des radicaux et des mod�er�es), le graphe devient plus compliqu�e. Le graphe
ci-dessous repr�esente la situation dans le cas de deux listes radicales et fait passer le nombre
de partitions possibles de 20 �a 80.

Ins�erer �gure 2 de Lee, McKelvey et Rosenthal

Le Breton et Van Der Sraeten (2013) retiennent une hypoth�ese particuli�ere sur ce graphe.
Ils supposent en e�et que l'ensemble des partis est partionn�e au pr�ealable entre familles
ou blocs et qu'une coalition S est faisable ssi S est contenue dans l'un des blocs. Cette
hypoth�ese convient aux situations o�u le paysage politique est polaris�e en blocs id�eologiques
bien identi��es et o�u le centre est inexistant ou pour des raisons contextuelles hors course dans
le jeu d'alliances. Cela revient �a supposer un graphe fait de composantes connexes compl�etes.
La �gure ci-dessous repr�esente le graphe dans le cas des �elections r�egionales fran�caises de
2010 avec n = 6.

(FG;EELV; PS + PRG) ;Modem;UMP;FN

Le PS et le PRG ont sign�e un accord pr�e-electoral. La partition comprend 4 blocs mais un
seul bloc, le bloc de gauche, est impliqu�e dans un jeu d'alliances. En 2004, le graphe le plus
appropri�e est report�e ci-dessous avec n = 6.

(PC;EELV; PS + PRG); (UDF;UMP ); FN

Cette fois, il y a deux blocs non triviaux : un bloc de gauche, et un bloc droite-centre (la
coop�eration de l'UDF avec un partie de gauche n'�etait pas concevable).
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Utilit�es. Nous allons ici nous simpli�er consid�erablement l'analyse en supposant que
les partis sont exclusivement interess�es par le nombre de si�eges gagn�es. Cette hypoth�ese est
commune aux travaux de Rosenthal, Lee, Mc Kelvey et Rosenthal pr�ecit�es et �a ceux de Le
Breton et Van Der Straeten. Comme on le notera en reproduisant plus bas des extraits de
la presse commentant les �elections r�egionales fran�caises de 2010, cette hypoth�ese est tout �a
fait raisonnable dans de nombreux contextes.49

Notons que n'est pas �et�e ajout�e dans la fonction d'utilit�e d'argument sp�eci�ant si un
parti participe ou non �a l'ex�ecutif (c'est-�a-dire obtient les postes de reponsabilit�e qui lui sont
attach�es tels que la pr�esidence et certaines vice-pr�esidences). Puisqu'avoir plus de si�eges
am�eliore ses chances de participer �a l'ex�ecutif, en poursuivant un objectif (maximiser son
nombre de si�eges), il poursuit de facto l'autre : il n'y a aucun arbitrage. Il serait n�eanmoins
possible d'avoir un objectif prenant explicitement en compte la formation de l'ex�ecutif et o�u,
contreirement �a ce que nous supposons ici, tous les si�eges n'ont pas la même valeur.
En �evaluant l'opportunit�e d'alliances pr�e-�electorales ou int�erim-�electorales, les partis sont

expos�es �a une incertitude plus ou moins forte. En compl�ement de ce qui a �et�e dit sur les
fonctions d'utilit�e, il faudrait donc mod�eliser cette incertitude et sp�eci�er l'attitude des
partis face �a ces risques. Une grande partie de cette incertitude trouve sa source dans le
comportement des �electeurs. Dans cet article, nous allons passer sous silence cette question50.

Suradditivit�e, Vote des Electeurs et Contrefactuelles. Toute r�e
exion sur une
alliance oblige les partis politiques qui la pr�eparent �a anticiper: (1) ce que vont faire les
autres partis et (2) ce que vont faire les �electeurs. Laissons de côt�e pour l'instant le premier
point pour nous concentrer sur le second.
S'il s'agit d'une alliance pr�e-�electorale (s'il n'y a qu'un seul tour, il s'agira forc�ement

d'une alliance pr�e-�electorale), les partis doivent pr�evoir la r�eaction des �electeurs pour chaque
contrefactuelle d'alliance (nous employons le mot contrefactuelle parce que par d�e�nition, les

49Cependant, elle ne l'est pas toujours, comme le d�emontre par exemple l'appel au d�esistement des re-
sponsables nationaux de gauche au leader de la liste PS dans le r�egion Alsace lors les �elections r�egionales
fran�caises de 2015. En se maintenant, la liste PS faisait courir le risque de voir le FN contrôler l'ex�ecutif.
Si cet �el�ement est un argument de la fonction d'utilit�e des partis, l'utilit�e Ui du tout parti i di��erent du FN
pourrait s'�ecrire:

Ui =

�
(nombre de si�eges remport�es par i ) si le FN ne contrôle pas l'ex�ecutif
(nombre de si�eges remport�es par i)� �i si le FN contrôle l'ex�ecutif

o�u �i est la p�enalit�e (perte d'utilit�e associ�ee �a l'�electin du FN). Supposons qu'en ce maintenant le parti i
gagne wi si�eges et que la probabilit�e d'un controle de l'ex�ecutif par le FN soit � et qu'en se d�esistant il
diminue cette probabilit�e au niveau �0 < �. Il choisira de le faire si wi � ��i < ��0�i c'est �a dire lorsque :

� � �0 > wi
�i

Si par exemple, � = 1et �0 = 0, il le fera lorsque les gains en si�eges ne peuvent pas compenser la victoire du
FN.
50Nous ne connaissons aucun travail d'analyse des alliances traitant la question de l'incertitude. Certes,

comme nous l'avons sugg�er�e plus haut la pr�esence de risque, et la plus ou moins grandre aversion des
n�egociateurs �a celui-ci, sont des �elements importants �a prendre en compte pour comprendre l'issue du
marchandage.
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donn�ees empiriques ne contiendront qu'un seul sc�enario). Par exemple si en France le PS et le
PRG forment une alliance pr�e-�electorale, ils doivent imaginer ce qui se serait pass�e en mati�ere
de comportement �electoral s'ils avaient choisi de se pr�esenter s�epar�ement. Au nombre des
questions importantes �gure en particulier celle-ci : le total dessi�eges r�ecolt�es avec alliance
d�epasse t-il le total en l'absence d'alliance ? Autrement dit, dans le jargon de la th�eorie des
jeux coop�eratifs, le jeu d'alliance entre ces deux joueurs est-il suradditif ? Tout d�ependra du
mode de scrutin et du comportement des �electeurs. En faveur de la suradditivit�e, on peut
dire que si les �electeurs votent pour leur parti pr�ef�er�e (alli�e ou pas) et suivent les consignes
de vote de leurs leaders, alors la suradditivit�e est garantie; elle sera même stricte dans des
circonstances o�u les voix du plus petit partenaire seraient perdues sans alliance (dans un
syst�eme avec des seuils de repr�esentation). En d�efaveur de la suradditivit�e, on peut lister
les con�gurations o�u certains �electeurs ne se reconnaissent pas dans l'alliance (la jugeant par
exemple contre nature) et pr�ef�erent s'abstenir plutôt que de voter pour elle. Dans un cadre
multilat�eral, disons pour faire simple impliquant trois partis, les mêmes questions se posent
mais la combinatoire devient plus compliqu�ee. Le nombre de contrefactuelles passe de 2 �a
5. De plus, si l'un d'entre eux examine l'opportunit�e d'une alliance avec les deux autres, il
doit anticiper ce que ceux-ci vont faire s'il d�ecide de rester seul. On retrouve une question
analogue au point (1) �evoqu�e ci-dessus.
S'il s'agit d'une alliance int�erim-�electorale (ce qui signi�e que le syst�eme �electoral oblige,

dans certains cas, l'organisation de deux tours), les mêmes questions se posent avec toutefois
une di��erence importante. Le syst�eme �electoral peut en e�et imposer des contraintes sur
la formation des alliances au stade int�erim qui (par d�e�nition) n'existaient pas au stade ex
ante. Nous verrons cet e�et �a l'oeuvre dans notre seconde application.51

Par analogie avec la c�el�ebre distinction de Duverger entre les e�ets psychologiques et les
e�ets m�ecaniques des modes de scrutin, il peut être utile de distinguer sur le plan conceptuel
la suradditivit�e psychologique et la suradditivit�e m�ecanique du jeu, même s'il est di�cile de
les s�eparer en pratique. La suradditivit�e psychologique concerne la comparaison en termes de
voix obtenues par les diverses coalitions, et repose sur le seul comportement des �electeurs. La
suradditivit�e m�ecanique repose sur le syst�eme lui-même une fois connues les voix obtenues
par les di��erents partis. Les seuils de r�epr�esentation et la pr�esence d'un bonus en si�eges
pour la liste arriv�ee en tête peuvent être, comme nous le verrons dans les deux prochaine
ssections, des sources tr�es importantes de suradditivit�e m�ecanique. De mani�ere plus subtile,
il est �egalement important de noter, �a propos de cette suradditivit�e m�ecanique, que les si�eges
sont des nombres entiers et que la proportionnalit�e exacte ne peut que tr�es rarement être
obtenue.

Nous ignorerons cette derni�ere question dans les deux prochaines sections pour nous
concentrer sur les seuils et les bonus. Dans la mesure o�u il s'agit d'une question importante,
nous lui consacrons le reste de cette section. Puisque les si�eges sont des nombres entiers,

51Notons �egalement que dans le cas des alliances int�erim �electorales, la nature de l'information dont
disposent les partis pour pr�edire les cons�equences des diverses contrefactuelles est quelque peu di��erente. En
e�et, cette fois-ci, il s'agit de pr�evoir ce que les �electeurs vont faire dans telle ou telle con�guration d'alliance,
sachant comment ils ont vot�e au premier tour : il s'agit de pr�evisions conditionnelles aux r�esultats du premier
tour d�ecrite par une famille (une par contrefactuelle) de matrices de transferts de voix.

30



il faut choisir une formule de conversion des voix en si�eges qui prennent en compte cette
contrainte (la proportionnalit�e "pure" ne pouvant être atteinte en pratique). Il existe de
mutiples fa�cons de d�ecliner dans le d�etail la proportionnalit�e et de nombreuses m�ethodes
concurrentes ont �et�e propos�ees : Hamilton (plus fort reste), Je�erson/d'Hondt (plus forte
moyenne), SainteLagu�e/Webster �etant sans nul doute aujourd'hui les trois plus utilis�ees52.
Si deux partis unissent leurs voix, est-il vrai que le nombre total de si�eges obtenus d�epasse
le total lorsqu'ils restent s�epar�es ? Balinski et Young (1979) ont d�emontr�e que la m�ethode
Je�erson/d'Hondt (plus forte moyenne) est la seule (modulo des quali�cations mineures)
qui garantisse cette propri�et�e. Le gain en si�eges est born�e par 1. Pour la voir en action
consid�erons le pro�l de votes �ctif ci-dessous dans le cadre d'une circonscription o�u 7 si�eges
sont �a r�epartir suivant la m�ethode d'Hondt sans seuils planchers53 :

Abstention FG EELV PS UMP FN
3100 600 900 2000 2800 600

Le tableau des moyennes successives qui en d�ecoule est le suivant :

Diviseurs 1 2 3 4 5
UMP 28 14 9:33 7 :
PS 20 10 6:66 5 :

EELV 9 4:5 3 2:25 :
FG 6 3 2 1:5 :
FN 6 3 2 1:5 :

o�u le diviseur �electoral est 7. On en d�eduit que l'UMP gagne 4 si�eges, le PS 2 si�eges et EELV
1 si�ege. Si le PS et EELV font alliance, le tableau ci-dessus devient :

Diviseurs 1 2 3 4 5
UMP 28 14 9:33 7 :

PS + EELV 29 14:5 9:66 7:25 :
FG 6 3 2 1:5 :
FN 6 3 2 1:5 :

o�u le diviseur �electoral est 7:25. L'UMP perd 1 si�ege et l'alliance PS+EE en gagne 1.
Par r�ecurrence, la propri�et�e de suradditivit�e s'�etend �a n'importe quel nombre d'alli�es.

Et avec plus de deux alli�es, le gain peut être bien sup�erieur �a 1. L'exemple suivant dû �a
Kharpov (2015) illustre ce point. Supposons n = 2x + 1 o�u x est entier sup�erieur ou �egal

52Nous renvoyons le lecteur aux ouvrages remarquables de Balinski et Young (2001) et Pukelsheim (2014)
pour un expos�e complet et approfondi de ce sujet.
53On rappelle que le syst�eme D'Hondt fonctionne de la mani�ere suivante.
(1) On divise le nombre de voix en faveur de chaque parti, successivement par 1, 2, 3, 4, 5, etc.
(2) Les r�esultats de cette division, appel�es les quotients �electoraux, sont ensuite class�es par ordre de

grandeur pour tous les partis jusqu'�a obtenir autant de quotients qu'il y a de si�eges �a attribuer. Le dernier
quotient est appel�e le diviseur �electoral.
(3) Le nombre de si�eges obtenus par chacun des partis est �egal au nombre de fois que le nombre de ses

voix peut être divis�e par le diviseur �electoral.
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�a 3. Supposons que tous les n � 1 = 2x premiers partis (les petits partis) re�coivent x + 1
voix et que le dernier parti (le gros parti) re�coive 2x2 � 4x voix. Le nombre total de voix
est �egal �a 4x2 + 2x. Si le nombre total de si�eges est �egal �a 4x2 � 4x � 1, on v�eri�era que
la m�ethode d'Hondt alloue x si�eges aux n � 1 premiers partis et 2x2 � 4x � 1 au dernier.
Kharpov montre que x � 3 implique que si les n � 1 petits partis s'allient, ils gagnent au
moins x � 2 si�eges suppl�ementaires. En revanche, si d'autres partis en dehors de l'alliance
consid�er�ee s'allient �a leur tour, le r�esultat devient incertain54 (une lotterie, pour reprendre
l'expression de Leutg�ab et Pukelsheim (2009)).
A cet e�et de la formule elle même d'Hondt, vient s'ajouter l'e�et de suradditivit�e

r�esultant de la pr�esence �eventuelle de seuils. Pour le voir en action, on peut reprendre
l'exemple �ctif ci-dessus avec cette fois un seuil de 10% des inscrits et 6 si�eges �a pourvoir.
En l'absence d'alliance, seuls le PS et l'UMP re�coivent des si�eges. Le tableau des diviseurs
s'�ecrit :

Diviseurs 1 2 3 4 5
UMP 28 14 9:33 7 :
PS 20 10 6:66 5 :

o�u le diviseur �electoral est 7. L'UMP recoit 4 si�eges et le PS en recoit 2. Si le PS forme une
alliance avec EELV, le tableau devient:

Diviseurs 1 2 3 4 5
UMP 28 14 9:33 7 :

PS + EELV 29 14:5 9:66 7:25 :

o�u le diviseur �electoral est 9:33. L'alliance PS+EELV enregistre un gain d'un si�ege. S'ils
�etendent leur alliance �a FG, le tableau devient:

Diviseurs 1 2 3 4 5
UMP 28 14 9:33 7 :

PS + EELV + FG 35 17:5 11:66 8:25 :

On constate que cet alli�e additionnel ne rapporte aucun si�ege suppl�ementaire �a l'alliance.
Si en revanche son nombre de voix �etait de 900 et que l'absention chutait �a 2800, alors le
tableau deviendrait:

Diviseurs 1 2 3 4 5
UMP 28 14 9:33 7 :

PS + EELV + FG 38 19 12:66 9:5 :

o�u le diviseur �electoral est 9:5. L'alli�e additionnel rapporterait 1 si�ege de plus. Dans ce cas,
comme dans le premier, les voix perdues en raison de l'e�et de seuil, sont utiles lorsqu'elles
sont r�ecup�er�ees et converties en si�eges.

54Sur ce point on pourra consulter outre Kharpov, Bochsler (2010) et Leutg�ab et Pukelsheim (2009).
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3.3 La Loi Electorale Fran�caise du 9 Mai 1951, dite "Loi des Ap-

parentements"

Notre premi�ere application de ces outils va porter sur une loi �electorale fran�caise, dite loi des
apparentements, vot�ee en mai 1951 c'est �a dire durant la 4i�eme R�epublique et utilis�ee pour
les �elections l�egislatives de 1951 et 1956. D�ecrivons rapidement les principales sp�eci�cit�es de
cette loi �electorale. Le district �electoral est le d�epartement qui dispose d'un nombre de si�eges
de d�eput�es approximativement proportionnel �a sa population. Il s'agit d'un scrutin pluri-
nominal �a un tour et les si�eges sont allou�es en utilisant la m�ethode d'Hondt/Je�erson. Il y a
cependant une nuance de taille qui le di��erencie du syst�eme proportionnel conventionnel. La
loi o�re aux partis la possibilit�e de s'apparenter pour former un apparentement. Les �electeurs
choisissent une liste attach�ee �a un parti mais les voix obtenues sont comptabilis�ees au niveau
des apparentements. Deux �eventualit�es peuvent se pr�esenter. Ou bien, un apparentement
totalise plus de la moiti�e des su�rages exprim�es. Dans ce cas, on lui alloue la totalit�e des
si�eges de la circonscription qui sont ensuite r�epartis entre les partis de cet apparentement
selon la m�ethode d'Hondt. Ou bien aucun apparentement ne recueille la majorit�e absolue.
Et dans ce cas, on applique la m�ethode d'Hondt une premi�ere fois pour allouer �a chaque
apparentement son total de si�eges. Puis, on applique une seconde fois la m�ethode d'Hondt
pour r�epartir les si�eges au sein de chaque apparentement.55

Un apparentement est, dans notre terminologie, une alliance pr�e-electorale. Il y a ici
deux �elements de suradditivit�e m�ecanique. Le premier d�ecoule de l'usage de la m�ethode
d'Hondt qui encourage la formation d'alliances (ainsi que nous l'avons vu dans la sections
pr�ec�edente). Le second prend sa source dans la violation du principe de proportionnalit�e qui
consiste �a donner la totalit�e des si�eges �a l'apparentement vainqueur si son score global d�epasse
50%. Tout ceci plaide en faveur de la formation d'alliances56. De plus les apparentements
disposent de peu d'instruments pour faire avancer le marchandage puisque les si�eges sont
allou�es m�ecaniquement au sein de chacun d'entre eux.

55Un syst�eme similaire a �et�e propos�ee en Italie en 1953 mais avec une di��erence cruciale : il fonctionnait
au niveau national et pas d�epartemental. Ce m�ecanisme, tel qu'envisag�e par le gouvernement de la majorit�e
centriste d'Alcide De Gasperi, avait pr�evu l'a�ectation des deux tiers des si�eges �a la Chambre des d�eput�es
�a tout groupe de listes apparent�ees ayant obtenu au moins 50 % des voix nationales. Ce syst�eme, qui �etait
fortement contest�e par les forces de gauche qui l'appelaient Loi Escroquerie, a �et�e sabot�e par l'ensemble des
partis d'opposition, et la majorit�e gouvernementale n'a re�cu que 49 % des voix aux �elections l�egislatives de
1954.
La pratique de l'apparentement se trouve aussi ailleurs. On le trouve en Uruguay. La "ley de

lemas" (grandement modi��ee par la r�eforme constitutionnelle de 1997) permet �a chaque liste �electorale
de s'apparenter avec d'autres listes (lemas) pour former des sublemas. De plus, au sein de chaque parti
politique uruguayen, les listes sont automatiquement consid�er�ees comme apparent�ees. En Belgique, des ap-
parentements sont possibles pour les �elections au Parlement wallon (entre les arrondissements �electoraux de
la même province) et pour les �elections provinciales (entre les districts �electoraux du même arrondissement
�electoral). L'apparentement �etait aussi possible pour les �elections �a la Chambre des repr�esentants entre 1919
et 1999 et dans les trois circonscriptions de Nivelles, Louvain et Bruxelles-Hal-Vilvorde entre 2003 et 2010.
On peut aussi �evoquer dans cette rubrique le "kartel" en Flandre Belge et le "lijstverbinding" aux Pays-Bas.
56Rappelons cependant, comme cela a d�ej�a �et�e mentionn�e lors de notre discussion de la m�ethode d'Hondt,

que les gains d'une alliance peuvent être an�eantis, voire renvers�es, lorsque d'autres alliances se forment.
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Avant de proc�eder �a une exploration th�eorique de cette question, il est utile de placer
la question dans son contexte57 et de regarder ce qui s'est pass�e. Le tableau ci-dessous
emprunt�e �a Campbell (1951) d�ecrit le nombre de d�eput�es des 6 grands partis avant l'�election
(A) (m�ethode d'Hondt sans apparentement), apr�es l'�election (B), ceux qu'ils auraient �et�e
avec la m�ethode d'Hondt sans apparentement (C) et ceux qu'ils auraient �et�e avec la m�ethode
d'Hamilton sans apparentement (D). Les quatre premi�eres colonnes correspondent aux quatre
parties les plus au centre (�a l'initiative de cette loi), la cinqui�eme au Parti communiste, et
la derni�ere au Rassemblement du peuple fran�cais (gaulliste).

COM SOC RAD MRP MOD RPF
A 189 99 59 156 94 24
B 103 107 89 96 110 120
C 180 86 60 67 88 144
D 159 93 65 81 94 133

Si l'on consid�ere les contrefactuelles utilis�ees par Campbell comme raisonnables58, les cons�equences
de la r�eforme �electorale sont �eloquentes. Les quatre partis les plus au centre ont d�esormais
une large majorit�e de contrôle qu'ils n'avaient pas et qu'ils n'auraient pas eu si la m�ethode
d'Hondt n'avait pas �et�e accompagn�ee par l'option d'apparentement. Sur les 95 circonscrip-
tions, il n'y a eu aucun apparentement dans 12 et 2 apparentements concurrents dans 5
autres. Les con�gurations sont report�ees dans le tableau suivant :

Type d'alliance Nombre
SOC;RAD;MRP;MOD 36
SOC;RAD;MRP 14

Autres alliances incompl�etes des centres 25
RPF et RAD;MRP ou MOD 13

Auraient-ils pu faire mieux ? Dans 33 circonscriptions, les alliances centristes ont emport�e
la majorit�e absolue. Dans 21 autres circonscriptions, les partis centristes n'ont pas obtenu
la majorit�e absolue malgr�e leur union. Leur d�esunion les a empêch�es de l'emporter dans 32
autres circonscriptions o�u, s'ils avaient �et�e apparent�es, ils auraient eu la majorit�e absolue.
Ils ont �egalement �et�e d�esunis dans 9 autres circonscriptions o�u leur total de voix n'�etait pas
su�sant pour leur assurer la majorit�e absolue, mais o�u l'union leur aurait valu de gagner
quelques si�eges marginaux. En d'autres termes, d'apr�es Campbell, "les partis du centre ont
enlev�e tous les si�eges dans un tiers des circonscriptions (...); ils auraient pu obtenir tous les
si�eges dans un autre tiers s'ils avaient �et�e unis; dans le dernier tiers, ils n'ont pas r�eussi �a

57Elle a �et�e mise en place par les partis de la Troisi�eme Force (partis du centre) pour r�eduire l'in
uence du
Parti communiste fran�cais et du Rassemblement du peuple fran�cais (gaulliste) �a l'Assembl�ee nationale. Les
apparentements �etaient permis seulement dans 95 circonscriptions et non la totalit�e des 103 circonscriptions.
De plus dans ces circonscriptions r�esiduelles, la m�ethode d'Hondt �etait remplac�ee par la m�ethode d'Hamilton
qui favorise les petits partis !
58Il �ecrit: "Bien entendu, ces calculs ne sont possibles qu'en partant de l'hypoth�ese que les �electeurs

n'auraient pas vot�e de fa�con di��erente si la loi ou la tactique des partis avaient �et�e elles-mêmes di��erentes".
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r�eussi �a obtenir la majorit�e absolue". Campbell d�erive les gains et pertes en si�eges d'une
union totale du centre dans le cas d'une strat�egie d'union maximale:59

SOC + 24 MRP + 16 COM � 22
RAD + 13 MOD + 16 RPF � 47

Il est bien entendu di�cile d'expliquer les apparentements observ�es d'autant plus que
si l'on se r�ef�ere �a Campbell, la strat�egie des partis du centre ne semble pas optimale.
Notre analyse de ce jeu d'alliances reposera pour l'essentiel sur l'article de Lee, McKelvey et
Rosenthal (1979). Les hypoth�eses sur les utilit�es et l'incertitude sont compl�etement align�ees
sur celles qui ont �et�e formul�ees plus haut avec comme alliances r�ealisables celles r�esultant du
graphe d�ecrit pr�ec�edemment. Le calcul m�ecanique des si�eges obtenus pour chaque pro�l de
voix et chaque structure d'apparentements est e�fectu�e selon un algorithme appel�e algorithme
d'apparentement par Lee, McKelvey et Rosenthal.

A�n de bien comprendre ce qu'implique la notion de suradditivit�e, notons que si le jeu est
suradditif, la suradditivit�e �a l'�echelle des partis n'est pas garantie. Pour le voir, consid�erons
le d�epartement du Calvados en 1951. Les r�esulats des votes entre les principaux partis sont
consign�es dans le tabeau ci-dessous,dans le lequel les partis sont class�es par ordre id�eologique,
o�u la premi�ere colonne (COM) correspond au parti communiste, les quatre suivantes aux
quatre partis les plus au centre (�a l'initiative de cette r�eforme �electorale), et la colonne RPF
correspond au Rassemblement du peuple fran�cais (gaulliste) :

COM SOC RAD MRP MOD RPF Divers
29139 18431 10788 20512 28593 43986 26201

Il y a avait 5 si�eges �a pourvoir. Les trois partis RAD, MRP et MOD d�ecid�erent de s'apparenter.
Aucun apparentement n'obtint la majorit�e absolue. L'application de l'algorithme donna le
r�esultat ci-dessous:

COM SOC RAD MRP MOD RPF Divers
1 0 0 1 1 1 1

On peut se demander ce qui se serait pass�e si un ou plusieurs apparentements avaient vu le
jour. Nous avons reproduit les calculs de l'algorithme pour quelques structures d'apparentements,
dont celle observ�ee (dans la premi�ere ligne du tableau), et non la totalit�e des 20 structures

59Il se livre �egalement �a plusieurs autres calculs de contrefactuelles dont celle-ci: quelle aurait �et�e la
r�epartition des si�eges si la clause de bonus en cas de majorit�e absolue n'avait pas �et�e introduite dans la lois
des apparentements ? Il montre que non seulement le bloc centriste aurait gagn�e beaucoup moins de si�eges
mais aussi que l'�equilibre entre le bloc la��c (SOC;RAD) et le bloc "catholique" (MRP;MOD;RPF ) aurait
�et�e perturb�e �a l'avantage des la��cs.
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possibles.

Apparentement COM SOC RAD MRP MOD RPF Divers
(RAD;MRP;MOD) 1 0 0 1 1 1 1

Aucun 1 0 0 0 1 2 1
(RAD;MRP;MOD;RPF ) 0 0 0 1 1 3 0

(SOC;RAD;MOD) 1 1 0 0 1 1 1
(SOC;RAD;MOD;MRP ) 1 0 0 1 1 1 1

On constate tout d'abord un e�et de superadditivit�e global : lorsqu'un apparentement se
forme, le nombre total de si�eges gagn�es par ces partis ne baisse pas. Par exemple, en
comparant les lignes 1 et 2, on voit que la formation de l'apparentement (RAD;MRP;MOD)
a permis �a cette coalition de partis d'engranger un si�ege suppl�ementaire qui pro�te au MRP.
Ici, les gains �a la coop�eration ne peuvent pas être redistribu�es entre les partenaires de mani�ere
arbitraire. On a ici un jeu coop�eratif NTU et cela peut avoir des cons�equences surprenantes.
Il se peut que l'�elargissement d'un apparentement �a de nouveaux membres diminue le nombre
de si�eges de membres en place. Par exemple dans le tableau ci-dessus, en passant de l'avant
derni�ere ligne �a la derni�ere, le total des si�eges n'a pas baiss�e mais SOC a perdu son si�ege au
pro�t du MRP.60

Dans l'analyse de ce cas, comme dans leur analyse compl�ete, Lee, McKelvey et Rosenthal
font implicitement des hypoth�eses tr�es pr�ecises et tr�es fortes sur le comportement des partis
et le traitement de l'incertitude. Tous les calculs ci-dessus sont bas�es sur les voix observ�ees.
Les partis ont donc parfaitement anticip�e les votes des �electeurs. Mais plus encore, leur
traitement implicite des contrefactuelles montre qu'ils supposent que pour les di��erentes
structures d'apparentement, les �electeurs continuent de voter pour la même liste. Il n'est
pas �evident que le choix des �electeurs soient insensibles aux apparentements : un �electeur
peut ne pas aimer certains partenaires et d�ecider de s'abstenir. Un �electeur peut �egalement
voter sinc�ere parfois et utile/strat�egique en d'autres occasions. Par exemple, un �electeur de
SOC peut voter sinc�ere dans le cas de l'apparentement (SOC;RAD;MOD) et voter RAD
dans le cas de l'apparentement (SOC;RAD;MOD;MRP ).

60Il n'y pas de contradiction avec ce que nous avons dit �a propos de la m�ethode d'Hondt. Lee, Mckelvey et
Rosenthal n'expliquent pas la raison subtile de cette "pathologie". Elle tient au fait que la m�ethode d'Hondt
ne v�eri�e pas la propri�et�e suivante. Si on applique d'Hondt une premi�ere fois aux partis, chacun d'entre
eux se voit allou�e un certain nombre de si�eges. Supposons que pour une coalition de partis, on fasse le
total des si�eges ainsi re�cus et que l'on applique une seconde fois d'Hondt �a ce total, en ne consid�erant, bien
entendu, que les partis de cette coalition. Va-t-on retomber sur les chi�res de d�epart ? A l'aide d'exemples,
le lecteur v�eri�era que ce n'est pas toujours le cas. Si la m�ethode avait v�eri��e cette propri�et�e d'idempotence,
la pathologie n'aurait pas �et�e pr�esente. En e�et, puisque l'apparentement augmente le total des si�eges de la
coalition et que la m�ethode d'Hondt ne sou�re pas du paradoxe de l'Alabama, on en aurait conclu qu'aucun
membre de la coalition ne perdait de si�eges dans ce regroupement. (Le paradoxe de l'Alabama est, dans
un syst�eme �electoral, un paradoxe de partage o�u, en augmentant le nombre total de si�eges �a pourvoir, on
diminue le nombre de si�eges allou�es �a l'une des parties en pr�esence.) Notons en�n que le grand apparentement
(RAD;MRP;MOD;RPF ) permet �a ses membres, puisqu'il est majoritaire en voix, d'engranger 2 si�eges
suppl�ementaires.
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Voyons comment conduire l'analyse des alliances dans le cadre de ces hypoth�eses. Pour
chaque d�epartement et chacune des 20 structures d'apparentements possibles, il faut cal-
culer �a l'aide de l'algorithme le nombre de si�eges gagn�es par chacun des 6 principaux par-
tis. Le tableau ci-dessous reproduit ce travail dans le cas du d�epartement de l'Aisne o�u
il y avait en 1951, 6 si�eges �a pourvoir (l'ordre des coordonn�ees est l'ordre id�eologique :
COM;SOC;RAD;MRP;MOD;RPF;DIV )61:

Vecteurs de Si�eges Structures d'Apparentements
S1 = (3; 1; 1; 0; 0; 1) A1 = (COM;SOC;RAD;MRP;MOD;RPF )
S2 = (3; 1; 1; 0; 0; 1) A2 = (COM; (SOC;RAD) ;MRP;MOD;RPF )
S3 = (3; 1; 1; 0; 0; 1) A3 = (COM;SOC; (RAD;MRP ) ;MOD;RPF )
S4 = (3; 1; 1; 0; 0; 1) A4 = (COM;SOC; (RAD;MOD) ;MRP;RPF )
S5 = (3; 1; 0; 1; 0; 1) A5 = (COM;SOC;RAD; (MRP;MOD) ; RPF )
S6 = (3; 1; 0; 0; 0; 2) A6 = (COM;SOC;RAD;MRP; (MOD;RPF ))
S7 = (2; 1; 1; 1; 0; 1) A7 = (COM; (SOC;RAD) ; (MRP;MOD) ; RPF )
S8 = (2; 1; 1; 0; 0; 2) A8 = (COM; (SOC;RAD) ;MRP; (MOD;RPF ))
S9 = (2; 1; 1; 0; 0; 2) A9 = (COM;SOC; (RAD;MRP ) ; (MOD;RPF ))
S10 = (2; 1; 1; 1; 0; 1) A10 = (COM; (SOC;RAD;MRP ) ;MOD;RPF )
S11 = (2; 1; 1; 0; 1; 1) A11 = (COM; (SOC;RAD;MOD) ;MRP;RPF )
S12 = (2; 1; 1; 0; 0; 2) A12 = (COM; (SOC;RAD;MRP ) ; (MOD;RPF ))
S13 = (2; 1; 1; 1; 0; 1) A13 = (COM;SOC; (RAD;MRP;MOD) ; RPF )
S14 = (2; 1; 1; 0; 0; 2) A14 = (COM;SOC;MRP; (RAD;MOD;RPF ))
S15 = (2; 1; 0; 1; 0; 2) A15 = (COM;SOC;RAD; (MRP;MOD;RPF ))
S16 = (2; 1; 1; 0; 0; 2) A16 = (COM; (SOC;RAD); (MRP;MOD;RPF ))
S17 = (2; 1; 1; 1; 0; 1) A17 = (COM; (SOC;RAD;MRP;MOD) ; RPF )
S18 = (2; 1; 1; 0; 0; 2) A18 = (COM; (RAD;MRP;MOD;RPF ) ; SOC)
S19 = (0; 2; 1; 0; 1; 2) A19 = (COM; (SOC;RAD;MOD;RPF ) ;MRP )
S20 = (0; 1; 1; 1; 0; 2) A20 = (COM; (SOC;RAD;MRP;MOD;RPF ))

On pourrait d�e�nir un concept de structure stable d'apparentement en s'appuyant sur des
notions d'entr�ees et de sorties individuelles ou collectives pro�tables et faisables. A notre
connaissance, personne ne s'est livr�e �a ce travail qui s'appuie sur le concept de fonction
de partition et non de fonction caract�eristique. Nous allons ici suivre Lee, Mc Kelvey et
Rosenthal et construire la fonction caract�eristique d'un jeu coop�eratif NTU �a 6 joueurs.
Faute d'espace, nous n'allons pas pouvoir d�etailler toutes les �etapes de la construction mais
esquisser celles-ci. Par exemple, dans le cas de l'Aisne, on peut se demander quels sont les
vecteurs d'utilit�e que peut se garantir la coalition (MRP;MOD;RPF ). Dans la table seules
les structures A15 et A16 sont concern�ees

62 et le pire sc�enario est A16, c'est �a dire la formation
de l'apparentement (SOC;RAD). Ici la coalition (MRP;MOD;RPF ) ne peut se garantir
que le vecteur (0; 0; 2).

61Le vecteur des votes observ�es �etait :
COM SOC RAD MRP MOD RPF Divers
73986 35712 21586 19245 18399 42712 6282

62Les structures comme la structure A7 ne sont pas autoris�ees car il faudrait contractualiser l'engagement
du RPF �a ne participer �a aucun apparentement.
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La construction de la fonction caract�eristique repose sur un th�eor�eme important d�emontr�e
par les auteurs. Ce th�eor�eme �enonce que pour toute structure d'apparentements A et pour
toute coalition T dans cette structure, si l'apparentement dans NnT devient moins �n (c'est-
�a-dire si certains apparentementsse regoupent pour former de plus gros apparentements) alors
toutes les coordonn�ees du vecteur S en restriction �a T diminuent faiblement. Par cons�equent,
la formation d'apparentements en dehors de la coalition T est toujours d�efavorable �a tous
les membres de la coalition T . L'implication imm�ediate de ce th�eor�eme est que pour toute
coalition T , il existe un unique vecteur de si�eges, not�e ST , qui est garanti. Par cons�equent,
la fonction caract�eristique V de ce jeu NTU63 est de�nie comme suit :

V (T ) =

� �
u 2 x 2 RT : ui � STi pour tout i 2 T

	
si T est un apparentement faisable

0 sinon

Une fois la fonction caract�eristique construite, peut-on se servir (et si oui comment)
de ce cadre d'analyse pour analyser la formation des apparentements ? Pour ce faire, Lee,
McKelvey et Rosenthal sugg�erent de retenir le coeur comme concept de solution. Etant donn�e
la nature tr�es sp�eciale de la fonction caract�eristique, cela revient �a consid�erer directement
une relation de dominance � sur les vecteurs S d�ecrivant les r�epartitions de si�eges entre les
n partis attach�ees aux structures d'apparentement faisables, o�u :

S 0 � S ssi il existe un apparentement faisable T tel que S 0i > Si pour tout i 2 T et S 0 2 V (T )

Un vecteur S est dans le coeur s'il n'existe pas T et S 0 2 V (T ) tel que S 0 � S. Lee, Mc
Kelvey et Rosenthal d�emontrent que si le coeur est non vide, il consitue l'unique solution de
VonNeumann-Morgenstern du jeu.
Pour tester empiriquement cette solution ils retiennent pour l'essentiel 58 districts sur

les 95 possibles dans les donn�ees �electorales de 1951. Dans les autres districts, les partis
nationaux RAD et MOD ont parfois pr�esent�e plusieurs listes et dans certains districts certains
partis presentaient d�ej�a une liste jointe. Dans certains tests, ils retiennent 25 districts (o�u
il y a deux RAD ou deux MOD) en plus des 58. Pour les 58 districts, le nombre total
(c'est-�a-dire en agr�egeant l'ensemble des 58 d�epartements) de structures d'apparentements
faisables est �egal �a 805 et le nombre total de vecteurs de si�eges attach�es vaut quant lui 253.
Dans les 58 districts, le coeur est non vide mais contient 762 structures d'apparentements
auxquels correspondent 237 vecteurs de si�eges. Dans 48 districts, le coeur contient même
la totalit�e des structures d'apparentements possibles. Le pouvoir pr�editif du coeur est donc
bien faible. Lee , McKelvey et Rosenthal attribuent la responsabilit�e de cette d�efaillance au
caract�ere strict de la relation de dominance qui e�ectivement ici enl�eve de la force au coeur.
Ils sugg�erent de passer �a une version faible de cette relation de dominance qui demande que
toutes les in�egalit�es soient faibles et qu'une in�egalit�e au moins soit stricte. Comme solution,
ils retiennent la solution de Von Neumann-Morgenstern . Notons que cette solution n'est
plus forc�ement unique et ilsla calculent d�epartement par d�epartement pour obtenir que cette

63Il s'agit donc d'un jeu coop�eratif NTU tr�es particulier, appel�e, jeu h�edonique (Banerjee, Konishi et
S�onmez (2001), Bogomolnaia et Jackson (2002), Dr�eze et Greenberg (1980), Le Breton, Ortuno-Ortin et
Weber (2008)).
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fois cette solution ne retient que 235 structures d'apparentements sur les 805 possibles. Lee,
McKelvey et Rosenthal concluent par une analyse statistique plus �ne des donn�ees observ�ees
et concluent que la nouvelle version de la solution de Von Neumann-Morgenstern a un succ�es
mod�er�e.

3.4 L'Election des Conseillers R�egionaux Fran�cais Depuis 2004

Depuis 2004, et �a deux reprises depuis lors (2010 et 2015), les conseillers r�egionaux fran�cais
sont �elus �a l'aide d'un syst�eme �electoral sophistiqu�e qui a remplac�e l'application de la
m�ethode d'Hondt avec seuils planchers qui pr�evalait jusqu'alors (elle fût utilis�ee pour la
derni�ere fois en 1998). Le nouveau syst�eme �electoral est un syst�eme plurinominal �a deux
tours combinant une dose de proportionnelle, des seuils planchers, un bonus au vainqueur
et des possibilit�es de fusion de listes entre les deux tours (et donc d'acc�es au second tour)
qui en font le candidat id�eal pour une �etude des alliances �electorales. Cette exploration est
entreprise par Le Breton et Van der Straeten (2013) et nous reprenons dans cette section
certains �el�ements de leur analyse.

Description du mode de scrutin. Le syst�eme fonctionne globalement comme suit.
Une circonscription �electorale est une r�egion et le nombre de si�eges �a pourvoir (c'est �a dire
le nombre de conseillers r�egionaux) est not�e K. Au premier tour les n partis en comp�etition
pr�esentent une liste ordonn�ee64 de K noms. Les �electeurs qui participent au vote65 ont
donc le choix entre n listes (pas de panachage). Si une liste remporte plus de la moiti�e des
su�rages exprim�es, c'est �a dire fait un score sup�erieur �a 50%, il n'y a pas de second tour. La
liste arriv�ee en tête remporte le quart des si�eges, c'est-�a-dire K

4
; et les trois quarts restants,

c'est-�a-dire 3K
4
; sont r�epartis entre toutes les listes ayant un score au moins �egal �a 5% selon

la m�ethode d'Hondt. Sinon, un second tour est organis�e. Les listes ayant fait au premier
tour un score au moins �egal �a 10% peuvent y participer sans conditions66. Les listes ayant
fait au premier tour un score inf�erieur �a 5% sont d�e�nitivement �elimin�ees. Les listes ayant
fait un score compris dans l'intervalle [5%; 10%] peuvent continuer sous r�eserve de fusionner
avec une liste ayant fait un score au moins �egal �a 10%. S'agissant des fusions, rien n'interdit
�a plusieurs listes de fusionner (par exemple une liste �a plus de 10% peut inviter deux listes
entre 5 et 10% �a fusionner avec elle) et des listes �a plus de 10% peuvent fusionner entre
elles. Entendons-nous bien sur le sens du mot fusion. Puisque le nombre de noms sur la liste
fusionn�ee est �egal �a K, certains noms des listes du premier tout doivent disparâ�tre : si par
exemple 3 listes "fusionnent", 2

3
des 3K candidats qui �guraient sur ces listes au premier

tour ne participeront pas au second tour. Au terme du d�ecompte des voix au second tour,
les si�eges sont attribu�es selon les mêmes r�egles qu'au premier tour.

Quelques remarques sur le mode de scrutin. Ce syst�eme �electoral comporte
plusieurs sources de suradditivit�e. Tout d'abord, celle r�esultant de la formule d'Hondt.

64Nous ignorons ici la question des sections d�epartementales et les obligations qui en d�ecoulent.
65Le lecteur excusera nos raccourcis. Voter blanc est un vote valide mais comme seuls les votes exprim�es

comptent dans la r�egle �nale, ils sont ici compatibilis�es avec l'abstention et les votes nuls.
66Ces chi�res di��erent pour quelques r�egions comme par exemple la Corse.
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Ensuite, celle qui d�ecoule des seuils planchers. En�n, celle impliqu�ee par l'octroi du bonus
au vainqueur.
Il y a par ailleurs plusieurs sp�eci�cit�es qu'il convient de souligner. Les partis peuvent

proc�eder �a une alliance pr�e-�electorale sous la forme d'une liste unique. Ils peuvent aussi
attendre et r�ealiser �a la �n du premier tour une alliance int�erim-�electorale. Cette seconde
option comporte plusieurs risques pour les (petits) partis. Le premier est de ne pas être
en position d'y participer faute d'atteindre le premier seuil. Le second est d'être dans des
conditions de marchandage bien moins avantageuses que celles pr�evalant avant l'�election. Le
parti qui est en-de�c�a du second seuil se trouve en e�et dans une position d'attente qui peut
être plus moins fragile en fonction des conditions d'acc�es au bonus de son partenaire. On
voit ici se dessiner les principaux param�etres qui vont impacter le marchandage des partis
contemplant une alliance : les scores des partenaires (un parti en-de�c�a de 10% n'est pas dans
la même position qu'un parti au-del�a de 10%), la distance entre le meilleur score des partis
de l'alliance et le meilleur score des partis hors alliance. Deux autres sp�eci�cit�es viennent
s'ajouter �a la liste ci-dessus.
Tout d'abord, contrairement �a la loi des apparentements, les partis s'engageant dans une

alliance peuvent n�egocier le nombre de si�eges esp�er�es (esp�er�es, car ils n�egocient en situation
d'incertitude) allant �a chacun. Chose qu'ils ne pouvaient pas faire dans le cas de la loi de
1951. Rien n'interdisait au l�egislateur fran�cais en 2003 de faire de même : un ou plusieurs
partis ayant un score de premier tour entre 5% et 10% pourraient être invit�es par un ou
plusieurs partis ayant un score sup�erieur �a 10% �a former un apparentement qui aurait servi
de base au calcul des si�eges allou�es �a la proportionnelle et au bonus. Comme pour la loi de
1951, l'apparentement en tête se serait vu attribuer le bonus et le calcul des si�eges r�esiduels
se ferait dans un premier temps �a l'�echelle des apparentements. Ensuite, au sein de chaque
apparentement, une seconde application de la m�ethode d'Hondt aurait distribu�e les si�eges
�echus entre les membres de l'apparentement. Ici r�eside une di��erence majeure entre les
apparentements et le m�ecanisme retenu par le l�egislateur. Ici le jeu coop�eratif est un jeu TU
alors que dans le cas des apparentements il s'agissait d'un jeu NTU.
Ensuite s'agissant du comportement des �electeurs et des contrefactuelles sur la base

desquelles les calculs des n�egociateurs sont bas�es, il est important de rappeler qu'au stade
int�erim, on dispose des votes des �electeurs au premier tour. Donc ici, ce que les n�egociateurs
doivent �evaluer concerne les transitions entre les deux tours pour toutes les con�gurations
d'alliance concevables. Notons que ceci peut a�ecter l'acuit�e ou la pr�ecision des pr�edictions,
mais cela ne change pas fondamentalement la nature du marchandage : les acteurs doivent
pr�edire toutes les contrefactuelles. A titre d'illustration, consid�erons le cas d'une situation
o�u 3 partis (les partis 1, 2 et 3) peuvent participer au second avec ou sans alliance et que
2 autres partis (les partis 4 et 5) ont besoin d'un alli�e pour le faire: il y a donc 5 joueurs
au total. Supposons aussi que le graphe d'alliances soit tel que les partis 1 et 2 sont isol�es
et que les partis 3, 4 et 5 sont connect�es deux �a deux : le jeu d'alliance ne concerne donc
que les 3 derniers partis. Si le parti 3 fait alliance avec les partis 4 et 5 (donc une grande
alliance), ils doivent estimer le nombre de voix que totalisera l'alliance ainsi que les voix
qui iront �a leurs concurrents et �a l'abstention. Cela est d�ecrit par une matrice de format
(n + 1) � 4; dite matrice de transfert, o�u nij d�esigne le nombre d'�electeurs qui ont choisi i
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au premier tour et j au second avec i = 0; 1; :::; n et j = 0; 1; 2; alliance (o�u 0 correspond �a
l'abstention). Si en revanche, aucune alliance n'est form�ee la matrice est toujours de format
(n+ 1)� 4 mais le dernier choix d�esigne le parti 3. En balayant l'ensemble des possibilit�es,
on n�ecessite 4 matrices de transfert. Si le score du parti 4 ou celui du parti 5 d�epasse 10%,
le nombre n�ecessaire de matrices passe de 4 �a 5. Et si le score du parti 4 et celui du parti 5
d�epasse 10%, le nombre de matrices est toujours �egal �a 5. On anticipe que la combinatoire
du probl�eme se complique singuli�erement lorsque les con�gurations d'alliances se multiplient.
Rappelons que dans le cas de la loi de 1951, sur la base de leurs graphe impliquant 6 partis,
Lee, McKelvey et Rosenthal arrivaient �a 20 structures.

Hypoth�eses sur les contrefactuelles. Pour comprendre la construction de la fonction
caract�eristique et les implications des solutions de marchandage dans le cadre de ce jeu, nous
allons reprendre le mod�ele g�en�eral de Le Breton et Van der Straeten (2013) dans le contexte
d'une version simpli��ee des �elections r�egionales de 2010.
On d�enombrait 6 acteurs majeurs : FG, EELV, PS, MODEM, UMP et FN. Le graphe

d�ecrivant les structures d'alliances concevables est suppos�e être du type de celui discut�e plus
haut : graphe complet �a gauche, graphe vide �a droite. On aura donc fondamentalement soit
un jeu �a trois joueurs: FG, EELV, PS soit un jeu �a deux joueurs: FG,PS ou EELV, PS.
S'agissant des matrices de transfert pour toutes les contrefactuelles, Le Breton et Van

der Straeten font les hypoth�eses suivantes : un �electeur qui s'est abstenu au premier tour
continue de s'abstenir au second, un �electeur qui a vot�e pour un parti qui n'est plus pr�esent au
second tour (seul ou allli�e) s'abstient, un �electeur dont le parti du premier tour est toujours
pr�esent (seul ou alli�e) vote pour lui ou l'alliance dans laquelle il se trouve. Les deux premi�eres
hypoth�eses ne sont pas compl�etement d�efendables sur le plan empirique67 mais elles ne sont
pas compl�etement irr�ealistes pour autant. Notons cependant que la construction qui va
suivre peut etre g�en�eralis�ee �a toute famille de matrices de transfert sans aucune di�cult�e
conceptuelle. La troisi�eme en revanche semble aller de soi en dehors de toute consid�eration de
vote strat�egique. Il est vrai que des �electeurs d'un parti peuvent ne pas appr�ecier de voir leur
parti s'associer �a des partenaires qu'ils aiment moins ou pas du tout et d�ecider par exemple de
s'abstenir. Si la fraction d'�electeurs ayant ce type de comportement �etait signi�cative alors la
suradditivit�e du jeu ne serait plus garantie et les gains �a la coop�eration pourraient s'�evaporer.
Peut-on faire autrement ? On aurait pu proc�eder comme Lee, McKelvey et Rosenthal qui
font d'une part l'hypoth�ese h�ero��que d'anticipations parfaites et d'autre part l'hypoth�ese
d'invariance du comportement des �electeurs aux alliances form�ees. On pourrait aussi comme
eux supposer que les protagonistes anticipent parfaitement les r�esultats du second tour dans
le cas de l'alliance e�ectivement observ�ee (en anticipant par exemple des taux de report
des �electeurs du premier tour non repr�esent�es au second et des taux de mobilisation des
abstentionnistes du premier tour) et inf�erent les r�esultats pour toutes les contrefactuelles.
Pour construire le jeu coop�eratif �a utilit�e transf�erable �a 3 joueurs PS (joueur1), EELV

(joueur 2) et FG (joueur 3) (ou deux si seulement FG ou EELV passe la barre des 5%),

67Les partis disposent de plus ou moins grandes r�eserves de voix (certains partisans se "r�eveillent" au
second tour); certains �electeurs d�e�cus de ne pas voir leur parti pr�ef�er�e pr�esent reportent leur vote sur un
autre parti qu'ils jugent proche de leurs pr�ef�erences.
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Le Breton et Van der Straeten font plusieurs autres hypoth�eses suppl�ementaires. D'une
part, ils ignorent l'incertitude concernant les voix de second tour (comme d'ailleurs tous
les auteurs ayant abord�e cette question). D'autre part, ils ignorent le caract�ere entier de
la variable si�ege et supposent celle-ci continue. Il s'agit clairement d'une approximation68.
Est-elle acceptable ? Elle l'est d'une certaine ne mani�ere si le nombre K de conseillers
r�egionaux est su�samment grand et dans le cas de ces circonscriptions, ce nombre est �elev�e:
autour de 50 pour les plus petits conseils, souvent autour de 100 et montant jusqu'�a 209
pour l'Ile de France. Dans le cas de la loi des apparentements, cette approximation aurait
�et�e plus discutable car pour certains d�epartements K �etait petit, par exemple �egal �a 5 ou
6. La suradditivit�e du jeu aurait �et�e renforc�ee si nous avions conserv�e le caract�ere entier
de la variable car la m�ethode d'Hondt est suradditive mais en revanche la d�e�nition des
principaux concept utilis�es (coeur, valeur de Shapley, nucl�eole) est tout simplement, �a notre
connaissance, inexistante69.
Nous noterons Ni le nombre de voix re�cues au premier tour par le parti i pour i = 1; 2; 3; 4

(UMP ) et 5 (FN), N0 le nombre d'abstentionnistes (y compris votes blancs et nuls) et N�
le nombre d'�electeurs ayant vot�e pour un parti autre que ceux dont le num�ero va de 1 �a
5 (partis suppos�es non pr�esents au second tour70. Le score Vi de premier tour du parti i
(pourcentage des su�rages exprim�e re�cu par le parti i) est donc :

Ni
N1 +N2 +N3 +N4 +N5 +N�

Nous supposons que V1 et V4 sont sup�erieurs �a 10% (ce qui est le can dans toutes les r�egions).
Aucune hypoth�ese particuli�ere n'est faite sur V5 : dans certaines r�egions V5 < 10%: En 2010,
dans toutes les r�egions V5 < V4; in�egalit�e cessant d'être vraie dans certaines r�egions en 2015.
Si V2 et V3 sont inf�erieurs �a 5%, le jeu disparait. Nous supposerons donc qu'au moins l'un
des deux scores est sup�erieur �a 5%, ce qui fut toujours le cas en 2010. La combinatoire des
situations possibles est alors la suivante71:

Jeux d'alliance �a 2 joueurs (V3 < 5%)
Cas 1: V2 � 10% et V1 > Max (V4; V5)
Cas 2 : V2 � 10% , V1 < Max (V4; V5) et V1 + V2 > Max (V4; V5)
Cas 3 : V2 � 10% , V1 + V2 < Max (V4; V5)
Cas 4 : V2 < 10% et V1 > Max (V4; V5)
Cas 5 : V2 < 10% , V1 < Max (V4; V5) et V1 + V2 > Max (V4; V5)
Cas 6 : V2 < 10% , V1 + V2 < Max (V4; V5)
Jeux d'alliance �a 3 joueurs (V2 � V3 � 5%)

68Une autre mani�ere de justi�er la variable continue consisterait �a permettre les randomisations jointes
entiers sur les vecteurs entiers de si�eges d�ecrivant les r�epartitions possibles du total de si�eges c'est �a dire
on tire au sort entre les di��erents vecteurs �a coordonn�ees enti�eres. On convexi�erait ainsi l'ensemble non
convexe de d�epart.
69En fait le respect de l'int�egralit�e des variables fait passer d'un jeu TU �a un jeu NTU: d�es qu'il y a un

trou int�egral, on introduit une marche d'escalier.
70Nous n�egligeons ici le MODEM qui est pr�esent au second tour uniquement dans la r�egion Aquitaine.
71Sans perte de g�en�eralit�e, on suppose ici que le joueur 2 est plus fort que je joueur 3.
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Lorsque V2 + V3 < V1 :
Cas 7 : V3 � 10% et V1 > Max (V4; V5)
Cas 8 : V3 � 10% , V1 < Max (V4; V5) et V1 + V3 > Max (V4; V5)
Cas 9 : V3 � 10% , V1 + V3 < Max (V4; V5) et V1 + V2 > Max (V4; V5)
Cas 10 : V3 � 10% , V1 + V2 < Max (V4; V5) et V1 + V2 + V3 > Max (V4; V5)
Cas 11 : V3 � 10% , V1 + V2 + V3 < Max (V4; V5)
Cas 12 : V3 < 10% , V2 � 10%, V1 > Max (V4; V5)
Cas 13 : V3 < 10% , V2 � 10%, V1 < Max (V4; V5) et V1 + V3 > Max (V4; V5)
Cas 14 : V3 < 10% , V2 � 10%, V1 + V3 < Max (V4; V5) et V1 + V2 > Max (V4; V5)
Cas 15 : V3 < 10% , V2 � 10%, V1 + V2 < Max (V4; V5) et V1 + V2 + V3 > Max (V4; V5)
Cas 16 : V3 < 10% , V1 + V2 + V3 < Max (V4; V5)
Cas 17 : V3 < 10% , V2 < 10%, V1 > Max (V4; V5)
Cas 18 : V3 < 10% , V2 < 10%, V1 < Max (V4; V5) et V1 + V3 > Max (V4; V5)
Cas 19 : V3 < 10% , V2 < 10%, V1 + V3 < Max (V4; V5) et V1 + V2 > Max (V4; V5)
Cas 20 : V3 < 10% , V2 < 10%, V1 + V2 < Max (V4; V5) et V1 + V2 + V3 > Max (V4; V5)
Cas 21 : V3 < 10% , V2 < 10%, V1 + V2 + V3 < Max (V4; V5)
Lorsque V2 + V3 > V1 :
Cas 22 : V3 � 10% , V1 < Max (V4; V5) et V2 + V3 > Max (V4; V5)
Cas 23 : V3 � 10% , V2 + V3 < Max (V4; V5) et V1 + V3 > Max (V4; V5)
Cas 24 : V3 < 10% , V2 � 10%, V1 < Max (V4; V5) et V2 + V3 > Max (V4; V5)
Cas 25 : V3 < 10% , V2 � 10%, V2 + V3 < Max (V4; V5) et V1 + V3 > Max (V4; V5)
Cas 26 : V3 < 10% , V2 < 10%, V1 < Max (V4; V5) et V2 + V3 > Max (V4; V5)
Cas 27 : V3 < 10% , V2 < 10%, V2 + V3 < Max (V4; V5) et V1 + V3 > Max (V4; V5)

Il y a donc 27 con�gurations possibles : 6 con�gurations �a deux joueurs et 21 con�gura-
tions �a 3 joueurs. Comment mesurer les rapports de force entre les joueurs attach�es �a ces 27
con�gurations au travers de la fonction caract�eristique d'un jeu TU ? Par exemple, dans le
cas 12, le joueur 2 n'est clairement pas dans la même position de marchandage vis �a vis du
joueur 1 que dans le cas 14: dans le cas 14, sans la coop�eration avec le joueur 2, le bonus va
�a la droite. Comment la fonction caract�eristique V re
�ete t-elle ces nuances ?
Puisque la fonction caract�eristique va gommer les d�etails de la fonction de partition

en introduisant la notion de garantie, les 19 cas de �gure dans le cas de 3 joueurs vont
parfois se trouver amalgam�es s'agissant du bonus. Si on regarde le probl�eme du point de
vue du joueur 1 alors, soit le joueur 1 peut se garantir le bonus seul (7; 12; 17) c'est �a dire
V1 > Max (V2 + V3; V4; V5), soit il ne le peut pas et les joueurs 2 et 3 en s'alliant le peuvent
(22; 24; 26), soit les joueurs 2 et 3 ne le peuvent pas mais les joueurs 1 et 3 le peuvent
(8; 13 + 23; 18 + 27), soit les joueurs 1 et 3 ne le peuvent pas mais les joueurs 1 et 2 le
peuvent (9; 14; 19), soit les joueurs 1 et 2 ne le peuvent pas mais les joueurs 1, 2 et 3, tous
alli�es, le peuvent (10; 15; 20), soit aucune alliance ne le peut (11; 16; 21). Le cas 26 est �elimin�e
puisque lorsque V2 < 10% et V3 < 10%, 1 et 3 peuvent pas participer au second tour sans 1
et donc ne peuvent pas se garantir la prime même si V2 + V3 > Max (V1; V4; V5). Le nombre
de con�gurations est d�esormais r�eduit �a 23. Les donn�ees de 2010 , h�elas pour l'analyse
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empirique, ne couvrent pas la totalit�e des 23 con�gurations (en 2010, rappelons qu'il y avait
22 r�egions en m�etropole et 4 r�egions outre-mer!).
Nous renvoyons le lecteur �a Le Breton et Van der Straeten pour une analyse d�etaill�ee et

compl�ete de tous ces cas.

Construction de la fonction caract�eristique dans un exemple (Cas 13). Pour
expliquer la construction de la fonction caract�eristique du jeu, nous allons nous concentrer
sur le cas 13. On notera N+ le total N1+N2+N3+N4+N5 si N5 � 10% et N1+N2+N3+N4
si N5 < 10%. En termes d'alliances il y a 5 partitions possibles :
A. Aucune alliance
B. 1 reste seul et 2 et 3 s'allient
C. 2 reste seul et 1 et 3 s'allient
D. 3 reste seul et 1 et 2 s'allient
E. Les 3 s'allient
Consid�erons la partition A. Dans ce cas les nombres de voix recueillies par les partis 1, 2

( 3 est �elimin�e) valent respectivement72:

N 0
1 = N1 et N

0
2 = N2

et les si�eges obtenus (en pourcentages du total) sont alors :

S1 =
3

4

N1
N+ �N3

et S2 =
3

4

N2
N+ �N3

car ici le bonus �echappe au PS. En revanche, en ayant conduit �a l'�elimination du parti 3,
ces strat�egies individualistes ont contribu�e �a une am�elioration s'agissant de la composante
proportionnelle.
Dans le cas de la partition B, les nombres de voix recueillies par le parti 1 et l'alliance 2

et 3 valent respectivement:

N 0
1 = N1 et N

0
23 = N2 +N3

et les si�eges obtenus (en pourcentages du total) sont alors :

S1 =
3

4

N1
N+
et S23 =

3

4

N2 +N3
N+

car ici �a nouveau le bonus �echappe �a 1 et �a l'alliance 2+3.
Dans le cas de la partition C, les nombres de voix recueillies par l'alliance 1 et 3 et le

parti 2 valent respectivement:

N 0
13 = N1 +N3 et N

0
2 = N2

72D'apr�es nos hypoth�eses, notons que pour tous les cas de �gure, N 0
4 = N4 et N

0
5 = N5 si le parti 5 est

pr�esent au second tour.

44



et les si�eges obtenus (en pourcentages du total) sont alors :

S13 =
3

4

N1 +N3
N+

+
1

4
et S2 =

3

4

N2
N+

Dans le cas de la partition D, le nombre de voix recueillies par l'alliance 1 et 2 (le parti
3 est �elimin�e) vaut :

N 0
12 = N1 +N2

et les si�eges obtenus (en pourcentages du total) sont alors :

S12 =
3

4

N1 +N2
N+ �N3

+
1

4

Dans le cas de la partition E, le nombre de voix recueillies par l'alliance 1, 2 et 3 vaut :

N 0
123 = N1 +N2 +N3

et les si�eges obtenus (en pourcentages du total) sont alors:

S123 =
3

4

N1 +N2 +N3
N+

+
1

4

On a donc termin�e, ce faisant, un travail comparable �a celui r�ealis�e par Lee, McKelvey
et Rosenthal : ils avaient 20 structures de partition �a envisager et ici nous n'en avons que
5. Expliquons maintenant comment passer ici73 de la fonction de partition �a la fonction
caract�eristique V . Ici le parti 1 et l'alliance des partis 2 et 3 ne peuvent se garantir le bonus.
Mais si le parti s'allie avec 2 ou 3 (et �a fortiori avec les deux) l'alliance se garantit le bonus
car le parti isol�e ne peut rien faire. Mais que peut se garantir une alliance ou un parti isol�e
du point de vue de la composante proportionnelle ? Si par exemple le parti 1 fait cavalier
seul, soit les deux autres partis s'allient, soit ils ne le font pas. Les deux cas n'ont pas les
mêmes cons�equences pour 1. Dans les deux cas, certes il perd le bonus, mais le cas o�u 2 et 3
s'allient lui est plus d�efavorable sur le plan de la composante proportionnelle : comme dans
la loi des apparentements, les apparentements concurrents exercent une externalit�e n�egative
sur l'apparentement consid�er�e . Dans la d�e�nition de la fonction caract�eristique du joueur
1, c'est donc ce cas d�efavorable qui est retenu. (Dans l'appendice 3, nous consid�erons une
hypoth�ese alternative, en raisonnant en termes de fonction de partition.) Donc ici:

V (1) =
3

4

N1
N+

De même :

V (2) =
3

4

N2
N+

73Dans l'appendice 3, nous pr�esentons quelques �el�ements d'analyse de notre probl�eme en termes de fonction
de partition.
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En revanche :
V (3) = 0

car le parti 3 ne peut rien se garantir seul. Par contre, les alliances de 2 partis n'ont pas �a
se soucier de ce que fait le parti hors alliance. Par cons�equent, d'apr�es les calculs ci-dessus,
on obtient:

V (12) =
3

4

N1 +N2
N+ �N3

+
1

4

V (13) =
3

4

N1 +N3
N+

+
1

4

V (23) =
3

4

N2 +N3
N+

Et en�n :

V (123) =
3

4

N1 +N2 +N3
N+

+
1

4

Comment le partage des si�eges dans une alliance qui se forme va-t-il être
impl�ement�e en pratique ? Pour illustrer ce point, consid�erons par exemple la coalition
des partis 1 et 3 et supposons pour mat�erialiser le calcul que N1

N+
= 32% et N3

N+
= 8% et

K = 200. Sous nos hypoth�eses , la coalition f1; 3g pense se garantir 110 si�eges. Pour
impl�ementer un partage, comme par exemple le partage (88; 22), elle peut d�ecider d'occuper
les 110 premi�eres places de la liste jointe par 88 noms du parti 1 et 22 noms du parti 2.
L'ordre est sans importance car il n'y a pas d'incertitude ici. Si on veut n�eanmoins respecter
la clef de partage

�
4
5
; 1
5

�
adopt�ee ici du mieux possible quel que soit le nombre de si�eges que

la liste jointe gagnera e�ectivement, on s'e�orcera de composer la liste jointe comme une
fonction en escalier la plus proche possible de cettte proportion.
Cette ing�enieuse visualisation de l'accord est due �a Dunz (2011), qui appelle fonctions

d'allocation des si�eges74 les partages associ�es �a chaque score de l'alliance , et les a calcul�ees
pour toutes les r�egions dans l'intervalle correspondant �a 80% du total des si�eges. Dans les
deux �gures ci-dessous qui lui sont emprunt�ees, on a reproduit ces fonctions dans le cas des
listes jointes de la Haute-Normandie et de l'Ile-de-France. Pour ces deux r�egions, les partis
1, 2 et 3 ont fait une alliance �a 3 et "Other" sur l'axe des abcisses d�esigne le total des partis 2
et 3. Pour lire la liste on part de 0; lorsqu'on se d�eplace horizontalement, on ajoute des noms
des partis 2 ou 3 et lorsqu'on se d�eplace verticalement, on ajoute des noms du parti 1. Par
exemple, pour la Normandie o�u il y a 59 si�eges �a pourvoir, les trois premiers noms sont du
parti 1, le quatri�eme du parti 2 ou du parti 3, le cinqui�eme du parti 1, le sixi�eme du parti 2
ou du parti 3, les 6 places suivantes sont occup�ees par le parti 1, etc... Si l'alliance ne gagnait
que 12 si�eges, le parti 1 en obtiendrait 10, c'est-�a-dire 83:33% du total. Avec 20 si�eges, le
parti 1 en obtient 15, c'est-�a-dire 75% du total. A l'autre extrême, avec 44 si�eges, le parti
1 en gagne 31, c'est-�a-dire 70:45% du total. On a ici une relation non lin�eaire. En Haute-
Normandie, le score de premier tour du parti 1 est V1 = 35% et le score cumul�e des partis 2

74C'est notre traduction pour "seat allocation function".
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et 3 est V2 + V3 = 17:5%, soit la moiti�e de celui du parti 1. In �ne, l'alliance de gauche s'est
partag�ee 37 si�eges comme suit : 25 au parti 1 et 12 aux partis 2 et 3 ( �a hauteur de 6 chacun)
donc 67:5 7% du total. Le sc�enario le plus favorable aux partis 2 et 3 correspond �a 27 si�eges
car la part du parti 1 tombe �a 2

3
mais ce sc�enario est math�ematiquement impossible ! Nous

reviendons plus tard dans le texte sur ce cas int�eressant de la Haute-Normandie, quand nous
�etudierons les pr�edictions du nucl�eole. Dans le cas de l'Ile-de France, la fonction d'allocation
des si�eges est proche d'une fonction continue. La gauche s'est partag�ee 141 si�eges : les partis
1, 2 et 3 en a obtenu respectivement 70, 51 et 20.

Ins�erer fonction d'allocation des si�eges de Haute-Normandie 2010 de Dunz ici

Ins�erer fonction d'allocation des si�eges d'Ile-De-France 2010 de Dunz ici

Calcul de quelques solutions de marchandage dans un exemple (Cas 13). Dans
le cas 13, dont nous avons d�etermin�e la fonction caract�eristique V ci-dessus, qu'obtient-on
des solutions de marchandage75 ? Nous allons d�eterminer ce que les partis obtiennent avec
la valeur de Shapley et avec le nucl�eole. Les parts de si�eges r�esultant de la valeur de Shapley
sont d�ecrites par le vecteur suivant :

Sh1 (V ) =
3

4

�
N1
N+

+
1

6

N3
N+

�
1 +

N1 +N2
N+ �N3

��
+
4

24

Sh2 (V ) =
3

4

�
N2
N+

+
1

6

N3
N+

�
1 +

N1 +N2
N+ �N3

��
+
1

24

Sh3 (V ) =
3

4

�
2

3

N3
N+

� 1
3

N3
N+

�
N1 +N2
N+ �N3

��
+
1

24

alors que les parts des si�eges r�esultant du nucl�eole sont d�ecrites par le vecteur suivant :

Nu1 (V ) =
3

4

�
N1
N+

+
1

3

N3
N+

N1 +N2
N+ �N3

�
+
1

4

Nu2 (V ) =
3

4

�
N2
N+

+
1

3

N3
N+

N1 +N2
N+ �N3

�
Nu3 (V ) =

3

4

�
2

3

N3
N+

� 2
3

N3
N+

N1 +N2
N+ �N3

�
Le cas 13 est int�eressant car on peut analyser les deux composantes du jeu (la composante

"proportionnelle" et la composante "bonus") s�epar�ement, et additionner les pr�edictions
obtenues dans les deux composantes76. On constate des di��erences entre les deux solu-
tions. La valeur de Shapley donne plus au joueur 2 dans les deux composantes par rapport

75Dans ce qui suit, nous supposons que la plus grande alliance possible se forme. La question de la
formation des alliances, qui �etait une des questions au coeur de l'analyse des alliances gouvernementales, est
donc ici laiss�ee de côt�e. Cette question est n�eanmoins importante car le jeu n'est pas toujours strictement
suradditif.
76Rappelons que ce n'est pas toujours possible pour le nucl�eole alors que cela l'est toujours pour la valeur

de Shapley.
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au nucl�eole. Dans la composante bonus, les joueurs 2 et 3 re�coivent chacun 1
6
du total qui

vaut ici 1
4
alors que le nucl�eole ne leur donne rien. Ici, le nucl�eole est beaucoup plus intuitif

comme pr�ediction de marchandage77. En e�et, le parti 1 peut organiser une concurrence �a
la Bertrand entre les partis 2 et 3 pour faire descendre leur prix �a 0. Dans la composante
proportionnelle, en notant aussi que :

1

6

�
1 +

N1 +N2
N+ �N3

�
� 1

6

2 (N1 +N2) +N4
N+ �N3

>
1

3

N1 +N2
N+ �N3

on d�eduit que les joueurs 1 et 2 sont mieux trait�es avec la valeur de Shapley qu'avec le
nucl�eole. Donc, dans les deux composantes, le joueur 2 re�coit un meilleur traitement avec
Shapley alors que pour les joueurs 1 et 3 le traitement di��erentiel varie suivant la composante.
Retenons pour le moment le nucl�eole comme pr�ediction de marchandage. Qu'en d�eduit-

on quant au pouvoir de marchandage du joueur 2 qui, rappelons-le, est ici dans uns position
hybride : le parti 1 peut se contenter du joueur 3 pour le bonus mais le joueur 2 peut
permettre au joueur 3 d'acc�eder au second tour ? Nous venons de voir que du point de vue
du bonus, il n'a rien �a attendre. Du point de vue de la composante proportionnelle, il re�coit
un extra par rapport �a sa valeur de r�eservation. Lorsqu'il coop�ere bilat�eralement (c'est-�a-dire
en ignorant compl�etement la pr�esence du joueur 1) avec le joueur 3, il a �a se partager avec
celui-ci un score en voix de second tour incr�emental �egal �a:

3

4

�
N2 +N3
N+

� N2
N+

�
=
3N3
4N+

Le nucl�eole lui alloue la fraction 3
4

h
1
3
N1+N2
N+�N3

i
de cet incr�ement: plus N2 est grand, plus cette

fraction est grande.

Que se serait-il pass�e si le joueur 1 avait �et�e exclu du jeu d'alliance, c'est-�a-dire si le jeu
avait �et�e un jeu �a deux joueurs (les partis 2 et 3) ?. La fonction caract�eristique de ce jeu bV
aurait �et�e :

bV (2) =
3

4

N2
N+ �N3bV (3) = 0bV (23) =
3

4

N2 +N3
N+

Le gain incr�emental de la coop�eration est cette fois :

3

4

�
N2 +N3
N+

� N2
N+ �N3

�
=
3

4

�
N3
N+

� N3
N+

N2
N+ �N3

�
=
3

4

N3
N+

�
1� N2

N+ �N3

�
77Dans notre article de 2013, nous aurions pu alternativement calculer l'ensemble de marchandage. Le

nucl�eole en fait partie. Comme nous le rappelons dans l'appendice 1, soit le coeur est vide, auquel cas,
l'ensemble de marchandage co��ncide avec le nucl�eole, soit il est non vide et dans ce cas il co��ncide avec le
coeur. Il serait donc int�eressant de calculer le coeur des jeux que nous venons de construire a�n de d�e�nir
une version multivoque de l'hypoth�ese de marchandage. Dans le cas 13, le coeur est vide et donc le nucl�eole
est le seul vecteur dans l'ensemble de marchandage: la valeur de Shapley n'en fait pas partie.
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qui est inf�erieur �a N3
N+
. En appliquant le nucl�eole �a cette �echelle, on obtient :

Nu2

�bV � =
3

4

�
N2
N+

+
1

2

N3
N+

�
1� N2

N+ �N3

��
Nu3

�bV � =
3

4

�
1

2

N3
N+

�
1� N2

N+ �N3

��
Nous avons vu au-dessus que :

Nu2 (V ) =
3

4

�
N2
N+

+
1

3

N3
N

N1 +N2
N+ �N3

�
En g�en�eral, Nu2

�bV � 6= Nu2 (V ) et on v�eri�e que Nu2 �bV � > Nu2 (V ) ssi :
1

2
(N+ �N2 �N3) >

1

3
(N1 +N2)

Dans le cas o�u le FN n'est pas pr�esent au second tour, on v�eri�e que ceci s'�ecrit :

1

2
(N1 +N4) >

1

3
(N1 +N2), N1 + 3N4 > 2N2

in�egalit�e qui est toujours v�eri��ee puique par hypoth�ese N4 > N1 > N2 : le cadre de
marchandage bilat�eral est plus favorable au parti 2 que son �equivalent trilat�eral.
En sus de cette observation importante, ce calcul a aussi le m�erite d'illustrer le marchandage

dans le cas bilat�eral pur qui dans notre classi�cation g�en�erale couvre les cas allant de 1 �a
6. Il montre que dans le cas bilat�eral pur o�u l'un des partis a besoin de l'autre pour rester
dans la course, le parti le plus fort (ici le parti 2) re�coit plus que son score de premier tour
convenablenent normalis�e (car, on est pass�e de N+ +N� �a N+).

L'hypoth�ese de Gamson. Une heuristique simple que nous appellerons solution de
Gamson car l'analogie avec la norme proportionnelle largement discut�ee dans notre analyse
des coalitions gouvernementales est transparente consisterait �a utiliser les comme proportions
pour le partages des scores de premier tour (qui sont proportionnales �a Ni

N+
pour i = 1; 2; 3) :

chaque parti dans une alliance �a 3 joueurs ou �a 2 joueurs recoit une part du total des si�eges
au prorata de son score de premier tour. On peut voir cette solution comme relevant d'un
principe normatif de proportionalit�e ou comme ce qui se serait pass�e si le l�egislateur avait
retenu en lieu et place de la proc�edure choisie, le m�ecanisme d'apparentement de 1951.
Ici, dans le cas 13, on voit qu'il n'en est rien �a l'�echelle des trois joueurs et qu'il n'en est

rien non plus �a l'�echelle de deux joueurs. Ce que ces formules nous apprennent sur le plan
qualitatif est que le parti 3 n'est pas en position de marchander sa part de Gamson N3

N+
. Le

nucl�eole comme solution de marchandage pr�edit qu'il re�coit moins. Sur le plan quantitatif
cette fois, les formules donnent des indications sur les facteurs a�ectant la distorsion par
rapport �a Gamson. On commence par noter que le joueur 3 re�coit en fait moins de la moiti�e
de sa part de Gamson dans le cas bilat�eral et moins du tiers dans le cas trilat�eral.
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Hypoth�ese de marchandage vs. hypoth�ese de Gamson. Ce divorce entre Gamson
et le Nucl�eole se retrouve dans les autres cas de �gure �egalement. La situation de la Nor-
mandie est d�ecrite par le cas 17. Ce cas correspond �a une position de force pour le parti 1
: il peut se garantir seul le bonus, tandis que ses deux partenaires ont besoin de lui pour se
maintenir au second tour. Le Breton et Van Der Straeten (2013) montrent que dans ce cas :

Nu1 (V ) =
3

4

�
N1

N+ �N2 �N3
+
1

2

N+ �N1 �N2 �N3
N+ �N2 �N3

�
N2

N+ �N3
+

N3
N+ �N2

��
+
1

4

Dans le cas de la Haute-Normandie :

N1
N+ +N�

= 34:87%

N2
N+ +N�

= 9:12%

N3
N+ +N�

= 8:39%

N4
N+ +N�

= 25%

N5
N +N�

= 11:79%

En sommant les scores des partis 2 et 3, on obtient 9:12% + 8:39% = 17: 51% . Gamson
recommande donc un partage des si�eges �a hauteur de 2

3
pour le parti 1 et de 1

3
pour ses

deux partenaires. On a vu que c'est e�ectivement le partage qui a �et�e mis en oeuvre ex post
(même si nous avons �egalement vu aussi que la fonction d'alllocation des si�eges s'�ecartait
singuli�erement de cette norme pour d'autres valeurs du total de si�eges.) Que dit le nucl�eole ?

Apr�es calcul et division par le pourcentage de si�eges de l'alliances, c'est �a dire 3
4

h
N1+N2+N3

N+

i
+

1
4
, on obtient que la part du parti 1 est �egale �a 97:5% ! Le nucl�eole pr�edit une totale
con�scation des gains de l'alliance par le parti 1. Ceci n'est pas �etonnant, puisqu'il est dans
la position id�eale de marchandage dans les deux composantes. L'article de Le Breton et Van
Der Straeten contient une conclusion du même type dans le cas de l'Aquitaine qui rel�eve
aussi du cas 17.

Ce mod�ele pose des jalons pour un test de l'hypoth�ese de marchandage contre l'hypoth�ese
de Gamson.78 Pour être tout �a fait pr�ecis, nous avons ici en fait des combinaisons de
plusieurs hypoth�eses. Pour Gamson, on peut dire qu'il s'agit d'une norme de proportionnalit�e

78L'id�ee que le marchandage peut conduire �a un partage in�egalitaire des gains n'est pas nouvelle. Duverger
�ecrit d�ej�a: "Institutions et programmes communs sont donc, en d�e�nitive, des moyens d'�etablir un certain
rapport de force entre les partis coalis�es. On serait tent�e de distinguer �a ce propos les alliances �egalitaires
et les alliances in�egalitaires... En fait toute alliance est in�egalitaire et la seule question valable est son degr�e
d'in�egalit�e. Trois �el�ements principaux entrent en ligne de compte pour d�e�nir le degr�e d'in�egalit�e des alli�es
: leur dimension respective, leur position sur l'�echiqier politique, en�n leur structure int�erieure". Dans cet
article seules les deux premi�eres caract�eristiques ont �et�e prises en compte.

50



exog�ene mais cela ne dispense pas le mod�elisateur et l'exp�erimentateur de dire si cette norme
s'applique �a la totalit�e de la fonction d'allocation des si�eges ou au r�esultat observ�e qui aurait
�et�e parfaitement anticip�e (rappelons qu'au stade int�erim, il reste de l'incertitude). Pour le
marchandage, on a aussi coupl�e le marchandage �a proprement parler avec une hypoth�ese
forte sur la famille de matrices des transferts permettant d'anticiper les voix de second tour.
Rejeter une hypoth�ese revient donc �a rejeter un ensemble d'hypoth�eses.
Sans être exhaustifs, Le Breton et Van Der Straeten (2013) comparent les pr�edictions de

Gamson et du Nucl�eole (et aussi de Shapley) pour un �echantillon de r�egions. Leur analyse
statistique n'est pas ex�ecut�ee selon les canons en vigueur. N�eanmoins, sur la base de leurs
calculs num�eriques, le sens commun sugg�ere fortement de rejeter l'hypoth�ese de marchandage
au pro�t de Gamson. La conclusion provisoire de Le Breton et Van Der Straeten m�erite
cependant d'être revue et approfondie, car la lecture des donn�ees r�ev�ele un �ecart par rapport
�a Gamson.
Dunz (2011) s'est livr�e �a un travail �econom�etrique sur la base des �elections r�egionales

fran�caises de 2004 et de 2010. D le cas d'un r�egression79 �a la mani�ere de Browne et Franklin
(1973) dont le travail a �et�e expos�e dans la section 2 (sous-partie sur le partage des portefeuilles
minist�eriels), il obtient :

Seat% = �0:036 + 1:082V ote%
Il y a une di��erence notable avec Browne et Franklin. Ici le biais est en direction des grands
partis, c'est-�a-dire que les grands partis dans l'alliance tendent �a recevoir une fraction des
si�eges sup�erieure �a celle pr�edite par Gamson. Ceci est tout �a fait en accord avec l'id�ee de
marchandage ici. En e�et, si on laisse le bonus de côt�e, les petits partis sont souvent en-de�c�a
du seuil fatidique de 10% et donc dans une position de marchandage tr�es faible. Pour le
tester dans un contexte de r�egression, il introduit la variable dichotomique "CanRun" qui
prend la valeur 1 ssi le parti fait un score de premier tour sup�erieur �a 10% et obtient le
r�esulat suivant avec un terme d'interaction.

Seat% = 0:024� 0:046CanRun+ 0:723V ote%+ 0:341CanRun � V ote%;

Nous n'avons pas report�e les �ecarts type attach�es aux di��erents coe�cients : ils r�ev�elent
que le seul coe�cient signi�catif est celui attach�e �a la variable V ote%. Si l'on consid�ere
cependant la totalit�e de la regression, on obtient les deux droites suivantes correspondant
respectivement aux valeurs 1 et 0 de la variable CanRun :

Seat% = �0:022 + 1:064V ote% (when CanRun = 1)

Seat% = 0:024 + 0:723V ote% (when CanRun = 0)

De la seconde droite, on d�eduit que les partis qui font un score relatif dans la coalition
sup�erieur �a 8:7% font moins bien que pr�edit par Gamson, ce qui est le cas de toutes les
observations de l'�echantillon ayant cette caract�eristique. Alors que de la premi�ere droite,
on d�eduit que tous les partis qui font un score sup�erieur �a 34.5% font mieux que pr�edit

79Les unit�es d'observation sont les partis susceptibles de participer �a une alliance au second tour.
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par Gamson. Et la seconde droite est toujours en-dessous de la premi�ere dans la partie
raisonnable de l'intervalle de valeurs de la variable V ote%.
Dunz continue son exploration en s'appuyant cette fois sur les fonctions d'allocation de

si�eges et propose plusieurs tests de l'existence d'une composante marchandage. En partic-
ulier, il conduit une r�egression du nombre de si�eges du parti 1 contre le nombre de si�eges
allou�es aux partis 2 et 3, c'est �a dire Seat (1) = a+ b�Seat (2 + 3), pour approximer la vraie
fonction d'allocation des si�eges. Gamson correspond �a : a = 0 et b = N1

N2+N3
. Dunz d�emontre

qu'au seuil de 95%, cette hypoth�ese est rejet�ee dans 25 cas sur 38 ! La le�con de ces estimations
est que la pr�evalence de Gamson ne saurait dissimuler une forme de marchandage.

Vers o�u aller pour compl�eter l'analyse ? Notons tout d'abord que notre sp�eci�cation
des "stakes" est sans doute �a revoir. A juste titre, Dunz introduit une variable dichotomique
pour distinguer les situations o�u l'alliance gagne le bonus de celles o�u il le perd. Dans le
second cas, la ressource est plus rare et il serait naturel d'intuiter (même si nous avons
suppos�e que les utilit�es sont lin�eaires et donc non strictement concaves) que le marchandage
sera plus apre. En comparaison, dans le premier cas, on est sans doute plus enclin �a c�eder
et �a appliquer une norme comme Gamson. Sauf qu'en cas de victoire, les nombeux postes
prestigieux et r�emun�erateurs de l'executif r�egional tomberont dans l'escarcelle de l'alliance. Il
faudrait donc revoir la d�e�nition de ce qu'une coalition peut se garantir pour en tenir compte.
Par exemple, on pourrait songer �a d�e�nir la valeur pour une coalition de r si�eges ordinaires
et t si�eges associ�es �a des positions dans l'ex�ecutif �egale par t+
r, o�u 
 > 1 est un coe�cient
de conversion. Dans ce cas, tous les tests ci-dessus doivent être revus car il faudrait regarder
dans les donn�ees non seulement la r�epartition des si�eges entre les partenaires de l'alliance
mais aussi la r�epartition des postes de l'ex�ecutif entre eux. L'hypoth�ese de marchandage80

80A l'attention de nos lecteurs ayant une vision ang�elique des moeurs en politique et qui douteraient d�es le
d�epart de l'opportunit�e de formuler l'hypoth�ese, nous ins�erons deux extraits de propos muscl�es et d�epourvus
d'ambigu��t�e quant aux motivation des �elus. Les �elus locaux d�efendent aprement, si�ege par si�ege, les positions
respectives de leurs partis. Le 25 Mars 2010 (entre les deux tours) J.-L. M�elenchon �ecrit:
"(...) Restent deux �echecs et non des moindres. La Picardie. Moche. Un truc vicieux et pervers pour

pi�eger tout le monde avec des o�res �a la baisse d'heure en heure, dans le plus parfait style des �lms sur la
ma�a.. Genre : "Ah vous en voulez cinq ? Bon ce sera deux. Et ainsi de suite. A la �n c'est trop tard !...
L'autre paire de drôles ce sont les faces de pierre de la sociale d�emocratie de la Haute Vienne. (...) Comme
le score a �et�e de tr�es haut niveau, les châtelains socialistes s'en sont �etrangl�es. Même morgue dans le sang
que les roitelets picards. Comme on fait plus de 10%, l'honneur commande de ne pas c�eder. En e�et ceux-l�a
voulaient premi�erement nous donner moins de si�eges que la proportionnelle, deuxi�emement nous obliger �a
d�em�enager sans raison nos candidats d'un d�epartement �a l'autre, troisi�emement nous obliger �a retirer notre
candidat NPA. Il est vrai que pour un parti qui comptait s'allier avec le Modem, se retrouver avec un candidat
NPA, cela faisait beaucoup." ("N�egociations d'entre deux tours : �a propos de Picardie et Limousin" sur le
site http://www.gauchemip.org).
Et voici ce qu'�ecrit dans le cadre des n�egociations d'entre deux-tours pour la r�egion Nord-Pas De Calais,

G. Brunel, premier secr�etaire du PCF de l'Aisne : "Sur une hypoth�ese de 33 �a 36 �elus pour la r�egion, si la
liste de gauche l'emportait, les simulations garantissent au minimum 8 �elus �a EE qui a obtenu 57338 voix au
premier tour. Les voix obtenues par le Front de Gauche au premier tour s'�el�event �a 30719 donc au minimum
4 �elus. On a appliqu�e la r�egle Aubry [Note des auteurs : le partage de Gamson] pour EE mais pas pour FG.
Comment Gewerc peut-il justi�er son refus de nous donner 4 places �eligibles ? (...) Les chi�res sont pr�ecis:
nous �etions l�egitim�es par le vote des citoyens �a demander 5 places en position �eligible au plus fort reste et
Gewerc a refus�e 4 places que nous avions acccept�ees (...)".
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pourrait etre r�ehabilit�ee au d�etriment de Gamson.
On pourrait d'ailleurs tester aussi la solution de Le Drian81 d�e�nie comme l'application

de Gamson sur les si�eges hors bonus et l'attribution du bonus (si bonus il y a) �a la liste de
l'alliance arriv�ee entre au premier tour.
Pour conclure, notons cependant qu'aucune analyse empirique de la question des alliances

entre les deux tours ne saurait faire l'impasse sur un traitement soign�e de la question des
matrices de transfert. La question de l'estimation des matrices de transfert est un classique
de la science politique empirique des scrutins �a deux tours82. Dans sa version faible, il s'agit
de savoir pr�edire les r�esultats du second tour sur la base de ceux du premier et dans sa
version forte d'inf�erer les entr�ees de la matrice de transfert pour r�epondre �a des questions du
type: Vers qui sont all�es les votes du parti x ou y au second tour ? Le livre de vulgarisation
r�ecent de Le Bras (2016), consacr�e au nouvel ordre �electoral fran�cais, illustre �a quel point
cette th�ematique est centrale : une majeure partie de son livre, en particulier son chapitre 6
sur les duels, vise �a inf�erer ce qu'a �et�e cette matrice. Aux d�epartementales de 2015, les duels
de second tour ont �et�e de trois types : (Gauche contre FN : 288 cantons), (Droite contre FN
: 534 cantons) et (Droite contre Gauche : 668). D�eterminer une matrice de transfert revient
dans chacune de ses 3 con�gurations �a �evaluer ce qu'on fait les abstentionnistes du premier
tour et et les �electeurs des partis �elimin�es. Les voix (en millions d'�electeurs) dans la cas des
premiers duels sont report�ees dans le tableau suivant :

Gauche Droite FN
Premier Tour 1468 681 1037
Second Tour 1753 1252

Le Bras se livre alors �a une petite arithm�etique pour �etablir la matrice de transfert moyenne
suivante :

Abstentions Gauche FN
Abstentions 100% 0 0
Gauche 0 100% 0
Droite 26:5% 42% 31:5%
FN 0 0 100%

Elle n'est pas si �eloign�ee que cel�a de la matrice du mod�ele de Le Breton et Van der
Straeten, �a l'exception de la ligne concernant les reports de la droite, puisque seulement
26.5% s'abstiennent. Il s'agit d'une moyenne et Le Bras montre que si cette matrice avait
�et�e la même dans les 288 cantons de ce type, le FN aurait totalis�e 26 victoires au lieu des 19
observ�ees. Il y a donc de la variance dans les matrices de transfert !

81Du nom de M. Le Drian, chef de �le de la liste PS en r�egion Bretagne en 2010, qui a�rma dans le cadre
des n�egociations d'entre deux tours avec EELV : "Neuf si�eges pour EEB, c'est le r�esultat apr�es l'attribution
de la prime de 25% des si�eges �a la liste en tête, c'est-�a-dire la nôtre. Non, il n'est pas question de partager
la prime. Dans les courses cyclistes, le vainqueur d'�etape partage la prime avec ses co�equipiers, pas avec les
�equipiers du second." (Propos rapport�es dans la presse r�egionale). Un 
oril�ege des �echanges entre les têtes
de listes PS et EELV en r�egion Bretagne est reproduit dans Le Breton et Van der Straeten (2013).
82En France en particulier, pour tester si le "Front R�epublicain" suppos�e faire rempart au FN a fonctionn�e

ou non. Mais on retrouve aussi cette pr�eoccupation en Italie (Forcina Ganldi et Bracalente (2012)).
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Dans le cas des duels de type 2, le tableau des voix est comme suit :

Gauche Droite FN
Premier Tour 1676 2371 2042
Second Tour 3738 2155

Le Bras obtient cette fois la matrice de transfert moyenne suivante :

Abstentions Droite FN
Abstentions 100% 0 0
Gauche 32% 60% 8%
Droite 0 100% 0
FN 0 0 100%

Le Bras montre l�a aussi la pr�esence d'une variance positive. En�n, dans le cas des duels de
type 3, on obtient le tableau des voix suivant :

Gauche Droite FN
Premier Tour 2922 2498 1186
Second Tour 2840 3126

On constate, qu'au total, la gauche a perdu des voix entre les deux tours. Cette fois, pour
rendre compte directement de l'h�et�erog�en�eit�e, Le Bras sugg�ere deux matrices de transfert
suivant qui, de la droite ou de la gauche, a plus de chance de l'emporter au second tour.
Dans le premier cas, il obtient approximativement :

Abstentions Gauche Droite
Abstentions 100% 0 0
Gauche 0 100% 0
Droite 0 100% 0
FN 77% 0 23%

tandis que, dans le second cas, la matrice se pr�esente approximativement comme suit :

Abstentions Gauche Droite
Abstentions 100% 0 0
Gauche 20% 80% 0
Droite 0 100% 0
FN 40� 45% 0 55� 60%

Les voix perdues par la gauche sont largement concentr�ees sur ce type de con�gurations.
Une partie des �electeurs de gauche a d�esert�e son camp lorsque la victoire de la gauche �etait
acquise ou presque. D'apr�es Le Bras, l'explication principale se trouve dans la division de la
gauche qui se manifeste fortement dans ces circonstances83.

83Notons cependant que les �electeurs du FN se mobilisent davantage en cas de risque d'une victoire de la
gauche.
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Le Bras se sert ensuite de ses calculs dans son chapitre 7 intitul�e "Refaire les Elections".
Il le peut car avec de telles matrices, il peut examiner de nombreuses contrefactuelles. Na-
turellement, l'estimation rigoureuse de ces matrices de transfert soul�eve des questions dif-
�ciles d'inf�erence statistique pour �eviter les pi�eges de l"ecological fallacy". Des m�ethodes
existent et ont d�ej�a �et�e utilis�ees dans des contextes �electoraux (Brown et Payne (1986),
McCarthy et Ryan (1977) et Park (2008) pour n'en citer que quelques uns). Rappelons
cependant que dans le cas du mod�ele de marchandage de Le Breton et Van der Straeten,
cette di�cult�e est doubl�ee d'une autre di�cult�e, �a savoir la n�ecessit�e de pouvoir estimer une
matrice de transfert pour chaque con�guration d'alliances. Pour cela, il faudrait disposer
de matrices comme celles pr�esent�ees ci-dessus, mais plus d�etaill�ees en lignes et en colonnes.
Cette avenue de recherche nous parâ�t prometteuse pour une analyse empirique pouss�ee des
alliances dans le cadre des �elections r�egionales84.

4 Compl�ements

L'objet de cette derni�ere section est d'aborder deux questions importantes qui ont �et�e
�evoqu�ees super�ciellement dans les sections pr�ec�edentes : les liens avec les approches en
termes de jeux non-coop�eratifs d'une part et la validation empirique des th�eories de la for-
mation des coalitions et du partage des gains de la coop�eration �evoqu�ee dans cet article
d'autre part.

4.1 Approche Non-Coop�erative

Nous avons plaid�e la cause d'une approche en termes de jeux coop�eratifs. Dans cette sec-
tion nous allons explorer bri�evement les pr�edictions d'�equilibre qui �emergent d'un mod�ele
non coop�eratif de marchandage introduit dans un contexte distributif par Baron et Ferejohn
(1989) puis g�en�eralis�e au cas spatial quelconque par Banks et Duggan (2000). Ce jeu ap-
pel�e ci-dessous jeu BF d�ecrit un processus d'o�res et contre-o�res sans limite a priori sur
la longueur de la n�egotiation. Tant que la n�egociation n'est pas close, on tire au sort un
n�egociateur parmi les joueurs. Ce n�egociateur fait une o�re, c'est �a dire choisit une alterna-
tive dans l'ensemble des alternatives X suppos�e être un sous-ensemble compact et convexe de
Rm. Si l'ensemble des joueurs se d�eclarant satisfaits de l'o�re forme une coalition gagnante,
alors la n�egociation s'arrête et l'alternative x est mise en oeuvre. Sinon, on tire au sort un
autre n�egociateur qui fait �a son tour une o�re, etc85.
Chaque joueur est ici d�ecrit par sa fonction d'utilit�e ui : X ! R+ et son taux d'actualisation

�i 2 [0; 1] : plus �i est petit , plus le joueur i est impatient et donc enclin �a voir la n�egociation
se terminer rapidement. Le tirage au sort est suppos�e suivre un processus i.i.d. d�ecrit par

84Le tripartisme qui semble s'installer en France va aussi changer la nature du probl�eme, comme cela a
d�ej�a �et�e �evoqu�e �a l'occasion des r�egionales de 2015. Tout d�ependra des utilit�es des partis autres que le F.N.
(si�eges contre risque de voir le F.N. l'emporter) et du nombre de r�egions o�u cet arbitrage sera sur la table
des principaux partis.
85En cas de d�esaccord perp�etuel, le vecteur d'utilit�es (0; 0; :::; 0) est mis en oeuvre. Ce vecteur d�ecrit une

option d�efaut Pareto domin�ee par toutes les autres alternatives.
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un vecteur p = (p1; :::; pn): pi d�esigne la probabilit�e que le joueur i soit s�electionn�e pour
faire l'o�re. Les inputs de ce jeu sont ici le jeu simple (N;W), le pro�l de fonctions d'utilit�e
u = (u1; :::; un), le pro�l des taux d'actualisation (�1; :::; �n) et le pro�l p des probabilit�es de
s�election.
A toute �etape t de la n�egociation, les strat�egies pour les joueurs consistent en une o�re

pour celui qui fait la proposition et une r�eponse (parmi les deux r�eponses possibles) pour
ceux qui votent sur l'o�re. En principe, ces strat�egies peuvent être conditionnelles �a toute
l'histoire de la n�egotiation jusqu'�a la p�eriode t. Par stationnaire, on entend une strat�egie qui
ne d�epend pas de l'histoire du jeu. Duggan et Banks (2000) ont d�emontr�e que ce jeu admet
un �equilibre stationnaire parfait en sous-jeux si les joueurs ne sont pas in�niment patients86.
Le cas distributif d�ecrit par le simplexe et l'hypoth�ese ui(x) = xi pour tout i 2 N a fait

l'objet d'une exploration tr�es pouss�ee de nombreux auteurs au premier rang desquels on peut
citer Ansolabehere, Snyder, Strauss et Ting (2005), Eraslan (2002), Eraslan et McLennan
(2013), Montero (2006, 2007, 2016), Snyder, Ansolabehere et Ting (2005). Suivant l'approche
d'Eraslan et McLennan, nous appellerons �equilibre r�eduit la donn�ee d'un vecteur de paiements
esp�er�es v et d'une matrice carr�ee87 y = (yij)1�i;j�n o�u yij d�esigne la probabilit�e que j (lorsqu'il
en situation de faire une proposition) inclut le joueur i dans son o�re. Un �equilibre r�eduit
est une paire (v; y) telle que :

vi = mi(y)�ivi + piwi(v; yi)

o�u:

mi(y) =
nX
j=1

pjyij

wi(v; yi) = 1�
nX
j=1

yji�jvj

yi 2 ArgMin
y0i2Yi

nX
j=1

y0ji�jvj

L'interpr�etation de ces �equations est transparente. Un joueur en situation de r�epondre
accepte une o�re qui a une valeur �egale ou sup�erieure �a la valeur esp�er�ee escompt�ee d'un
refus. Son esp�erance d'utilit�e dans ce jeu est d�es lors d�ecrite par le membre droit de la
premi�ere formule. La derni�ere condition �enonce simplement que la probabilit�e mixte du
proposeur maximise e�fectivement son surplus. Ici, on voit clairement que la randomisation
porte sur les coalitions gagnantes cibl�ees par le proposeur qui cherche �a acheter son support
au plus bas prix.

86Ces �equilibres sont sans d�elai : la premi�ere o�re est accept�ee. De plus si X et u satisfont des conditions
tr�es g�en�erales de r�egularit�e (elles sont en particulier satisfaites dans le cas o�u X est le simplexe et ui(x) = xi
pour tout i 2 N) , le th�eor�eme s'�etend au cas o�u les joueurs sont le cas �ech�eant in�niment patients.
87Avec yii = 1 pour tout i 2 N .
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Eraslan et McLennan d�emontrent que tout �equilibre stationnaire parfait en sous-jeux
induit un �equilibre r�eduit et que tout �equilibre r�eduit est induit par au moins un equilibre
stationnaire parfait en sous-jeux. Leur principal r�esultat �enonce que l'ensemble des �equilibres
r�eduits est non vide et que tous les �equilibres r�eduits ont la même premi�ere composante. Il
s'agit donc d'un r�esultat tr�es spectaculaire : tous les �equilibres stationnaires parfaits en
sous-jeux induisent le même vecteur d'utilit�es esp�er�ees88. Signalons en�n que, dans le cas o�u
X n'est pas le simplexe, les r�esultats sont di��erents. En particulier, il existe des exemples
de non unicit�e, même dans le cas unidimensionnel89.

Nous allons maintenant examiner la relation entre cet �equilibre unique dans le jeu BF et
les solutions de la th�eorie des jeux coop�eratifs. Le travail le plus accompli a �et�e r�ealis�e par
Montero (2005, 2006, 2016). Il convient cependant d'�evoquer Ansolabehere, Snyder, Strauss
et Ting (2005) et Snyder, Ansolabehere et Ting (2005) qui �enoncent que si un jeu majoritaire
pond�er�e est su�samment r�epliqu�e90, le vecteur d'�equilibre du jeu BF est proportionnel aux
poids des joueurs dans le cas o�u le vecteur p est proportionnel aux poids. Leurs travaux
sugg�erent donc que dans une situation o�u il y a un nombre �ni de types de joueurs et un
nombre important de joueurs de chaque type, l'�equilibre du jeu BF co��ncide avec la solution
de Gamson.
Leur r�esultat ne fournit cependant aucune information sur la nature de la convergence

et la qualit�e de l'approximation pour un ordre de r�eplication. Nous allons voir dans le reste
de cette section que ce r�esultat n'est pas vrai en toute g�en�eralit�e, et qu'il peut parfois être
souhaitable de remplacer la proportionalit�e aux poids de la solution de Gamson par des
solutions de marchandage, comme par exemple le nucl�eole ou le nucl�eoli (d�e�ni ci-dessous).

Montero (2006) introduit un ensemble d'imputations qu'elle appelle le nucl�eoli91. Une
imputation est dans le nucl�eoli du jeu simple (N;W) ssi elle est solution du programme
lin�eaire suivant92 (l'appendice 2 contient un certain nombre de d�e�nitions et r�esultats sur les
jeux simples qu'il est utile d'avoir �a l'esprit pour la suite de cette analyse) :

Min
x;�
� sous les contraintes

8<:
P

i2N xi = 1P
i2S xi � 1� � pour tout S 2 W
xi � 0 pour tout i 2 N

88Ce r�esultat est �etabli sous l'hypoth�ese que les facteurs d'escompte sont strictement inf�erieurs �a 1. Lorsque
certains facteurs d'escompte sont �egaux �a 1, l'�equilibre est souvent unique dans l'espace des utilit�es mais le
r�esultat cesse d'être vrai en toute g�en�eralit�e . On obtient cependant une pr�ediction unique en consid�erant la
limite de l'�equilibre lorsque les taux tendent vers 1.
89Nous renvoyons le lecteur �a l'introduction d'Eralsan et McLennan qui o�re un vaste tour d'horizon de

la litt�erature abondante consacr�ee �a ce sujet.
90La r�eplique d'ordre r ( o�u r est un entier) du jeu majoritaire pond�er�e [q;w1; :::; wn] est le jeu majoritaire

pond�er�e [rq;w1; :::; w1; :::; wn; :::; wn] (chacun des n joueurs initiaux a maintenant r � 1 sosies; le nombre
total de joueurs est nr).
91Nucl�eoli est notre traduction de nucleus. A ne pas confondre avec nucleolus que nous avons traduit par

nucl�eole.
92Le Breton et Zaporozhets (2010) et Le Breton, Sudh�olter et Zaporozhets (2012) �etudient un programme

lin�eaire �equivalent (�a un facteur d'�echelle pr�es) �a celui-l�a.
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On remarque que toute solution (x; �) de ce probl�eme v�eri�e � � 0; sinon la premi�ere con-
trainte serait viol�ee. Le nucl�eoli est tr�es voisin du moindre coeur introduit dans l'appendice
1. Montero �etablit un certain nombre r�esultats clari�ant les relations entre le nucl�eoli, le
moindre coeur et le coeur.93 Montero a aussi d�emontr�e que si (N;W) est un jeu homog�ene
de somme constante, alors le nucl�eoli co��ncide avec le nucl�eole.
Le principal r�esultat d�emontr�e dans Montero (2006) �enonce que si �i = �j = � pour tout

i; j 2 N et si p est dans le nucl�eoli d'un jeu simple suppos�e propre alors, si � < 1, le vecteur
p est le vecteur des utilit�es esp�er�ees d'�equilibre94. Par ailleurs, elle d�emontre �egalement que
si
P

i2S pi � 1
2
pour tout S 2 W , alors si p est dans le nucleoli et si � < 1 , le vecteur p est

le vecteur des utilit�es esp�er�ees d'�equilibre.

Ce beau r�esultat de Montero �etablit une connexion interessante entre les approches
coop�eratives et non-coop�eratives : l'�emergence du nucl�eole comme vecteur esp�er�e de paiements
lorsque le jeu est un jeu majoritaire pond�er�e homog�ene sans joueurs fantômes et que proto-
cole est d�ecrit par le vecteur p des poids de la repr�esentation int�egrale minimum homog�ene.
On dit que le nucl�eole est auto-con�rmant. Essayons de voir de facon plus g�en�erale quel type
de coalition(s) pr�edit l'unique �equilibre de ce jeu dans le cas o�u le jeu simple est un jeu ma-
joritaire pond�er�e. Rappelons que dans la perspective du jeu r�eduit cela revient �a d�eterminer
le vecteur des paiements et aussi les probabilit�es pour chaque joueur de recevoir une o�re.
Le calcul des probabilit�es attach�ees �a la randomisation de l'o�re de chaque joueur lorsque ce
joueur est en situation de proposeur est assez subtile. Voyons le au travers d'exemples.
Consid�erons le jeu [5; 3; 2; 2; 1]. Il y a 2 types de coalitions minimales. L'unique gros

joueur s'associe �a un joueur moyen ou un joueur moyen s'associe �a l'autre joueur moyen et
au petit joueur. On pourrait intuiter que l'�equilibre v = (a; b; b; c) du jeu v�eri��era a = b+ c
pour garantir qu'un joueur moyen en situation de proposeur soit indi��erent entre s'associer
au joueur 1 ou �a la coalition constitu�ee de l'autre joueur moyen et du petit joueur. En
revanche ici il n'y a aucune raison particuli�ere d'esp�erer que b = 2c car il n'y a qu'une

93Ainsi qu'il l'a �et�e not�e, le nucl�eoli est tr�es voisin du moindre coeur. La seule di��erence tient au fait que
dans le programme d�e�nissant le nucl�eoli apparâ�t la contrainte

P
i2N xi � 1 � �. Si cette condition �etait

�elimin�ee nous aurions exactement le moindre coeur du jeu simple (N;W). Si le jeu simple n'est pas propre
(et donc si le jeu TU attach�e n'est pas suradditif), alors la contrainte

P
i2N xi � 1 � � n'est jamais active

et donc le nucl�eoli et le moindre coeur co��ncident. Si le jeu simple est suradditif mais �a un coeur vide alors
il n'existe aucune solution (x; �) telle que � � 0. Donc � > 0 et �a nouveau la contrainte

P
i2N xi � 1� � ne

peut être active. Donc, dans le cas o�u le coeur est vide le nucl�eoli et le moindre coeur co��ncident. Dans le
cas o�u le coeur est non vide, le nucl�eoli co��ncide avec le coeur puisqu'on ne peut pas faire mieux que � = 0.
Par ailleurs, puisque le coeur est non vide il existe un ensemble non vide de joueurs not�e V qui est contenu
dans toutes les coalitions gagnantes (les joueurs qui disposent d'un pouvoir de veto). Puisque d'apr�es les
contraintes,

P
i2S xi � 1� � pour tout S 2 W;S 6= N (si V = N , alors toutes les contraintes du programme

de moinde coeur disparaissent et dans ce cas tout vecteur est solution), on en d�eduit
P

i2V xi � 1� �: Donc
si � < 0, on en d�eduirait

P
i2N xi �

P
i2V xi > 1 ce qui n'est pas possible. Donc le moindre coeur et le

nucl�eoli co��ncident l�a aussi.. Ceci n'est plus vrai pour un jeu TU (N;V ) quelconque. Par exemple si n = 3,
V (S) = 1 si jSj = 3; V (S) = 1

4 si jSj = 2 et V (S) = 0 si jSj = 1: L'imputation (
1
2 ;

1
2 ; 0) est dans le coeur et

donc dans le nucl�eoli. Elle n'est pas dans le moindre coeur. Pour cette imputation, � = � 1
4 . On peut faire

mieux. Par exemple, pour l'imputation �egalitaire ( 13 ;
1
3 ;

1
3 ), � = �

5
12 < � = �

1
4 .

94Dans Montero (2006), l'�enonc�e est formul�e sous la forme : "il existe un equilibre stationnaire en sous
jeux parfaits dont le vecteur d'utilit�es esp�er�ees co��ncide avec p".
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seule copie du petit joueur. Montero (2016) d�emontre que dans le cas o�u p =
�
3
8
; 2
8
; 2
8
; 1
8

�
, le

vecteur v d'�equilibre est �egal �a ( 5
14
; 4
14
; 4
14
; 1
14
). Notons au passage que le jeu n'est pas fort. Ce

th�eor�eme ne contredit donc pas le th�eor�eme de Montero sur l'auto-con�rmation du nucl�eole.
Ici il n'y a pas unicit�e de la repr�esentation homog�ene : par exemple [7; 4; 3; 3; 1] est aussi une
repr�esentation homog�ene de ce jeu. Cependant comme le montre Montero en consid�erant le
jeu [20; 5; 5; 5; 5; 5; 1; 1; 1; 1; 1; 1; 1; 1; 1] le fait qu'un protocole �egal au vecteur des poids d'une
repr�esentation homog�ene ne produise pas un vecteur d'�equilibre proportionnel aux poids n'est
pas la cons�equence de la mutiplicit�e des repr�esentations. Ce jeu a une unique repr�esentation
homog�ene. Dans ce jeu un gros joueur peut être remplac�e par 5 petits joueurs. Il est tentant
de conjecturer que si chaque joueur est reconnu comme proposeur proportionnellement �a son
poids, c'est �a dire avec une probabilit�e de 5

34
pour les gros et de 1

34
pour les petits, alors

l'utilit�e esp�er�ee d'un gros joueur sera 5 fois sup�erieure �a celle d'un petit. Cette conjecture
est fausse car �a l'�equilibre, chaque gros joueur recoit 50

331
et chaque petit joueur recoit 9

331
:Le

point singulier dans la construction de l'�equilibre est que seules les coalitions (minimales)
contenant 3 gros joueurs et 5 petits sont propos�ees dans la randomisation.
Un point commun �a ces deux exemples est que les jeux simples consid�er�es ne sont pas

de somme constante. Puisque Montero a prouv�e que le nucl�eole est auto-con�rmant, si
le nucl�eole est proportionnel aux poids alors le vecteur des utilit�es d'�equilibre sera aussi
proportionnel aux poids. Comme cela est rappel�e dans l'appendice 2, Peleg a d�emontr�e que
si le jeu est de somme constante et homog�ene, la repr�esentation int�egrale unique issue du
nucl�eole est une repr�esentation int�egrale minimum.
Montero introduit le concept de jeu simple faiblement balanc�e. Soit [q;w1; :::; wn] un jeu

majoritaire pond�er�e. Il est faiblement �equilibr�e si la famille de coalitions W� o�u

W� =

(
S 2 W : S 2 ArgMin

T2W

X
i2T

wi

)

est �equilibr�ee. Elle d�emontre le r�esultat fondamental suivant. Si [q;w1; :::; wn] est un jeu
majoritaire pond�er�e normalis�e et si p = w alors v = p ssi le jeu [q;w1; :::; wn] est faiblement
balanc�e. Il n'est pas forc�ement facile de d�etecter les jeux qui sont faiblement �equilibr�es.
Si on prend une repr�esentation arbitraire, il est peu probable que tous les joueurs appar-
tiennent �a une coalition de W �. En revanche avec une repr�esentation int�egrale minimale,
ce sera le cas. Mais nous venons de voir que ce n'�etait pas su�sant pour en faire un jeu
�equilibr�e. Il est int�eressant de noter que la propri�et�e de jeu faiblement �equilibr�e n'a pas de
connexion imm�ediate avec la propri�et�e d'homog�en�eit�e. Si un jeu est de somme constante
et homog�ene, il est faiblement �equilibr�e mais la r�eciproque est fausse. Par exemple, le jeu
[30; 14; 14; 12; 4; 4; 4; 4; 1; 1] est faiblement �equilibr�e alors qu'il n'est ni fort, ni homog�ene.

Montero contient une analyse d�etaill�ee du vecteur d'�equilibre du jeu de BF dans le cas
de la base de donn�ees d'�elections l�egislatives consid�er�ee par Snyder, Ansolabehere et Ting
(2005)95. Elle commence par montrer que la fr�equence des cas o�u le vecteur est proportionnel

95Pour le calcul du vecteur v dans le cas des conseils des ministres de l'Europe de 1958 �a nos jours, on
pourra consulter Le Breton, Montero et Zaporozhets (2012).
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aux poids varie beaucoup d'un pays �a l'autre avec une moyenne autour de 69%. L'�ecart entre
l'utilit�e d'�equilibre et le poids peut en fait être consid�erable : le plus petit joueur peut recevoir
uniquement 43% de son poids.
En�n, il est utile de compl�eter notre descrition des implications de ce mod�ele en men-

tionant certaines caract�eristiques qualitatives de l'�equilibre. Le cas du parlement belge issu
des �elections de 1972 servira de base d'illustration. Ce parlement est d�ecrit par le jeu
[13; 7; 6; 4; 3; 3; 1]. Pour p =

�
7
24
; 6
24
; 4
24
; 3
24
; 3
24
; 1
24

�
, on d�emontre que v =

�
46
164
; 46
164
; 23
164
; 23
164
; 23
164
; 3
164

�
.

D'une part, les asym�etries entre certains joueurs sont gomm�ees et d'autre part, le joueur
ayant le plus petit poids re�coit une utilit�e deux fois moindre que son poids relatif ! Un
examen minutieux des coalitions minimales qui ont une probabilit�e positive d'apparâ�tre �a
l'�equilibre dans les o�res des proposeurs montre que des coalitions avec surplus peuvent ap-
parâ�tre. Dans cet exemple lorsque le petit joueur (le joueur 6) est en position d'o�reur, il
est indi��erent (puisque leurs coûts sont �egaux) entre les coalitions f1; 4; 5; 6g,f1; 3; 5; 6g qui
ne sont pas minimales et f2; 4; 5; 6g qui l'est. Les strat�egies mixtes d�ecrivant les �equilibres
sont calcul�ees par Montero. Consid�erons le tableau ci-dessous o�u en ligne apparaissent les
joueurs (cinq types) et en colonnes les coalitions minimales (au nombre de 7 mais r�eduites �a
5 lorsqu'on consid�ere les types) :

f1; 2g f1; 3; 4g
f1; 3; 5g f1; 4; 5g f2; 3; 4g

f2; 3; 5g f1; 4; 5; 6g

1 � � 1� �� � � �
2 
 � � 1� 
 �
3 � � � 1� � �
4; 5 � � � 1� � � � �
6 � � � � 1

Les �equations d�ecrivant l'�equilibre sont relativement complexes et multiples. On peut mon-
trer par exemple que � = � = � = 0, � = 5

23
; 
 = 14

23
et � = 55

138
consituent un �equilibre. Mais

on peut consid�erer d'autres �equilibres (avec une colonne de plus dans le tableau ci-dessus)
avec les coalitions non minimales f1; 3; 4; 6g et f1; 3; 5; 6g. Il existe par exemple un �equilibre
o�u le joueur 6 propose f1; 4; 5; 6g avec la probabilit�e 1

2
et f1; 3; 4; 6g et f1; 3; 5; 6g avec la

probabilit�e 1
4
et � = � = � = 0; � = 12

161
; 
 = 14

23
et � = 29

92
.

On constate que les pr�evisions de type Gamson de Snyder, Ansolabehere et Ting (2005)
bas�ees sur une r�eplication su�samment large du jeu simple initial ne sont pas valides en
l'absence de r�eplication. Il serait int�eressant de disposer d'un th�eor�eme qui fournit des
informations sur la qualit�e de l'approximation en fonction de l'ordre de replication96. Notons
par ailleurs que la connaissance des utilit�es esp�er�ees d'�equilibre ne dispense pas d'�etudier les
strat�egies d'o�res en fonction de l'identit�e du proposeur comme nous venons de le faire
ci-dessus dans un exemple97.
Rien n'empêche de consid�erer d'autres vecteurs comme par exemple le vecteur p =�

1
n
; :::; 1

n

�
d�ecrivant le protocole �egalitaire. D'apr�es Kalandrakis (200), nous savons que tout

96Sur la convergence asymptotique, voir le r�esultat plus puissant de Kurz, Napel et Nohn (2014).
97La r�esolution compl�ete du syst�eme d'�equations d�ecrivant les �equilibres est loin d'être imm�ediate (Kalan-

drakis (2016)).
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vecteur du simplexe peut être obtenu comme vecteur des utilit�es esp�er�ees d'�equilibre pour
un choix appropri�e du vecteur p. Nous avons concentr�e notre attention ici sur des vecteurs
p d�eduits de certaines repr�esentations du jeu.

Les pr�edictions du jeu BF ne sont donc pas orthogonales �a celles de la th�eorie des jeux
coop�eratifs �a ceci pr�es qu'il semble souhaitable de remplacer la proportionalit�e aux poids de
la solution de Gamson par des solutions de marchandage comme par exemple le nucl�eole ou
les imputations du nucl�eoli.
Pour conclure, il nous semble important d'insiter une fois de plus sur le fait que les

pr�evisions de ce jeu non-coop�eratif, aussi canonique et naturel soit-il, peuvent changer sous
l'e�et de modi�cations en apparence assez b�enignes du jeu. Notons aussi que l'int�erêt du jeu
de marchandage consid�er�e ici est de d�e�nir de facon endog�ene les valeurs de continuation.
Toute version �nie de ce jeu, c'est �a dire un jeu du type "jeu d'ultimatum", reposera de
mani�ere exag�er�ee et ad hoc sur les utilit�es de l'option d�efaut d�ecrivant la situation dans le
cas d'un �echec d�e�nitif des n�egociations.

4.2 Test/Validation/Rejet Empirique

La confrontation des th�eories pr�esent�ees dans cet article aux bases de donn�ees disponibles
soul�eve de nombreuses questions di�ciles. Nous n'allons pas proc�eder �a un inventaire ex-
haustif des travaux r�ealis�es mais plutôt donner un apercu de quelques uns d'entre eux et des
di�cult�es que soul�eve ce travail de validation empirique dans le cas des coalitions gouverne-
mentales.
En abordant la question de la formation des coalitions dans l'�etude des alliances gou-

vernementales, nous avons d�ej�a pr�esent�e des tableaux sugg�erant la plus ou moins grande
performance de telle ou telle th�eorie. Les statistiques consid�er�ees par les auteurs sont sou-
vent non compl�etement accompagn�ees d'analyses statistiques approfondies
Supposons, comme dans la section 2, que le chercheur dispose d'une base de donn�ees

historiques (la p�eriode couverte pouvant être plus ou moins longue) portant sur les �elections
l�egislatives et la formation des gouvernements de plusieurs pays98. Il faut d'abord se mettre
d'accord sur ce qu'est une unit�e d'observation. S'agit-il d'un nouveau gouvernement �a chaque
fois qu'un nouveau gouvenement voit le jour ? S'agit-il d'une nouvelle �election ? Une fois
cette question tranch�ee, pour chaque pays i, situation t et parti j du pays i impliqu�e dans
la situation t, on codera Xijt = 1 si le parti j est dans le gouvernement et Xijt = 0 sinon.
Le taux de succ�es d'une th�eorie peut etre mesur�e de multiples facons. Comment les

premiers auteurs, notamment Browne (1970), De Swann (1973) et Taylor et Laver (1973)
ont-ils proc�ed�e ? On peut commencer na��vement en consid�erant comme taux de succ�es le
ratio entre le nombre total d'observations compatibles avec la th�eorie et le nombre total
d'observations. La table ci-dessous contient des informations de cette nature. Trivialement
lorsqu'une th�eorie est plus large, son taux de succ�es sera alors m�ecaniquement plus �elev�e.

98On y trouve g�en�eralement l'Autriche, la Belgique, le Danemark, la Finlande, l'Allemagne, l'Islande,
l'Irlande, Israel, l'Italie, le Luxembourg, les Pays Bas, la Norv�ege, la Su�ede, la France (sous la Quatri�eme
r�epublique) et la Suisse.
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Comme le note Browne: "The point of all this is that we should not judge the predictive
ability of a theory solely on the number of correct predictions it can produce. If that was the
only operative criterion, we should simply say that at any given time all the possible coalitions
will form. This statement has a 100% predictive ability, but is theoretically meaningless.
What is also important in predicting outcomes is the size of the solution set relative to the
number of possible winning coalitions. The problem is to �nd a method of comparison that
unloads the dice so as to put the competing theories on an equal basis".

Ins�erer la table 5 de Browne ici

Pour neutraliser l'e�et de la "permissivit�e" d'une th�eorie, et �evaluer la performance rel-
ative d'une th�eorie donn�ee contre une hypoth�ese alternative, on peut songer recourir �a la
th�eorie des tests statistiques.
On peut par exemple prendre comme hypoth�ese nulle, la th�eorie la plus large, l'hypoth�ese

de hasard pur qui revient ici �a supposer que toutes les coalitions gagnantes du jeu simple
(N;W) sont �equiprobables. Supposons que nous ayons une base de donn�ees o�u la famille W
reste inchang�ee (on observe un pays donn�e entre deux �elections parlementaires) mais o�u le
gouvernement change �a de multiples reprises disons �a T reprises. Dans ce cas, les fr�equences
empiriques des di��erentes coalitions deW devraient toutes être voisines de 1

jWj . Pour �evaluer
si tel est le cas, on peut songer �a tester l'hypoth�ese simple de hasard pur contre une autre
hypoth�ese simple : seules les coalitions de la sous-famille W� sont �a consid�erer et elles
sont toutes �equiprobables. Notons au passage que l'hypoth�ese ne peut pas exactement être
formul�ee de la sorte car puisque son support est un sous-ensemble propre deW elle pourrait
être falsi��ee ou valid�ee avec une probabilit�e �egale �a 1. Il serait plus opportun d'�ecrire que
les coalitions de W� sont beaucoup plus probables que les autres. Pour examiner une telle
hypoth�ese (non compl�etement formellement traduite en termes de probabilit�es) on peut
calculer pour chaque coalition S dans W�, la fr�equence empirique bpS :

bpS � PT
t=1XtS

T
o�u XtS =

�
1 si S est le gouvernement observ�e en t

0 sinon

Puis on calcule la moyenne emprique bp� de ces fr�equences sur W� :

bp� = P
S2W� bpS
jW�j

et l'on compare cette fr�equence �a 1
jWj . Intuitivement si bp� est signi�cativement plus �elev�e

que 1
jWj , on est enclin �a conclure que cette th�eorie est sup�erieure �a la th�eorie du hasard pur.

Notons que comparer bp� et 1
jWj est �equivalent �a comparer

PT
t=1

P
S2W� XtS
jW�j =

P
S2W�

PT
t=1XtS

jW�j �
X�

jW�j et
T
jWjo�u X

� est le nombre de fois o�u le gouvernement est dans la famille W�. Dans le
cas de la base de donn�ees de Browne, si l'on consid�ere la Finlande et la th�eorie de Leiserson,
on a (cf. la table ci-dessous) : jWj = 1519; jW�j = 237; T = 21 et X� = 5. Ici on compare
5
235
= 2:127 7� 10�2 et 21

1519
= 1: 382 5� 10�2. Le facteur mulitplicatif de 2 plaide en faveur

d'un rejet de l'hypoth�ese de hasard pur.
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Ins�erer la table 6 de Browne ici

Ce test d'une hypoth�ese simple contre une autre hypoth�ese simple n'est pas compl�etement
rigoureusement �ecrit. Par ailleurs, nous avons suppos�e que les donn�ees �etaient telles que
les familles W et W��etaient invariantes dans la base mais en pratique la base de donn�ees
comprend une multiplicit�e d'�elections parlementaires (et donc de situations de formation
d'un gouvernement)99. Comment les agr�ege-t-on ? Certains auteurs mettent tout dans un
pot commun : T est le nombre total d'observations, W� est l'ensemble des coalitions de la
th�eorie et W est l'ensemble des coalitions gagnantes... La question de l'agr�egation des ces
donn�ees h�et�erog�enes, quoique discut�ee, n'a pas semble-t-il re�cu de r�eponse satisfaisante.
Même si on laisse de côt�e ces di�cult�es, la question du meilleur test reste pos�ee. Si

l'on souhaite tester l'hypoth�ese de hasard pur, on peut songer utiliser le test d'ad�equation
classique qui calcule la distance du �2 entre la loi th�eorique et la loi empirique observ�ee. Ce
test permet d'accepter ou rejeter l'hypoth�ese de hasard pur mais pas de rejeter ou accepter
l'hypoth�ese W�. Pour le faire, il faudrait sp�eci�er une hypoth�ese simple ou une hypoth�ese
composite d�ecrivant W�. Cette fois on conduirait le test d'ad�equation en partant d'une
hypoth�ese composite �enoncant par exemple que la famille de lois de probabilit�e d�ecrivant
l'hypoth�ese simple est �a support presque enti�erement �egal �aW�. On peut aussi faire des tests
s'appuyant sur le ratio de vraisemblance. Supposons que nous �ecrivions l'hypoth�eseW� sous
une forme probabiliste ��. Le compl�ement est l'ensemble des distributions de probabilit�e
P sur W qui ne sont pas contenues dans ��, c'est-�a-dire, en notant � l'ensemble total des
distributions de probabilit�e, l'ensemble �n��. Le ratio de vraisemblance �(X) lorsque les
donn�ees observ�ees sont d�ecrites par le vecteur X est d�e�ni comme suit :

� (X) �
Sup
�2��

L(X j �)

Sup
�2�

L(X j �)

Intuitivement, plus ce ratio est proche de 1 plus il est vraisemblable que la th�eorieW� dans sa
d�eclinaison �� soit valide. On peut l�a aussi d�e�nir un test du �2 en consid�erant la statistique
�2 log � qui d'apr�es le th�eor�eme de Wilks converge vers un �2 (dim�� dim��).
Une autre mani�ere d'aborder le test d'une th�eorie W� promue par Mokken (1973), De

Swann et Mokken (1980) et Taylor et Laver (1973) est de consid�erer le tirage al�eatoire de jW�j
coalitions dans l'ensemble W�. Dans ce cas, l'ensemble des r�ealisations devient l'ensemble
des sous-ensembles de cardinalit�e jW�j. On contraste l'hypoth�ese simple "cet ensemble est
exactement l'ensemble W�" contre une autre hypoth�ese simple "cet ensemble est tir�e au
hasard parmi tous les ensembles de cardinalit�e jW�j". L'id�ee est que l'�echantillon r�eel de
taille T est vu comme un �echantillon de taille jW�j : on tire au hasard jW�j coalitions100

99Dans son renvoi en bas de page 9, Browne aborde cete question.
100Chez Mokken et De Swann et Mokken, il s'agit d'un tirage sans remise alors que chez Taylor et Laver,
il s'agit d'un tirage avec remise.
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et dans ces jW�j coalitions, certaines, en nombre T , sont r�eellement observ�ees et certaines
ne le sont pas. En consid�erant un nombre Q quelconque tel que Q � Min (T; jW�j), on
peut calculer la probabilit�e �(Q; jW�j ; T; jWj) que dans l'�echantillon al�eatoire, Q coalitions
fassent partie des T coalitions observ�ees :

�(Q; jW�j ; T; jWj) =
�
T
Q

�� jWj�T
jW�j�Q

�� jWj
jW�j

�
En notant Q� le nombre d'observations compatibles avec la th�eorieW�, on peut donc calculer
la probabilit�e que dans l'�echantillon al�eatoire, au moins Q� coalitions fassent partie des T
coalitions observ�ees. Cette probabilit�e est �egale �a :

�(Q�) �
Min(T;jW�j)X

Q=Q�

�(Q; jW�j ; T; jWj)

A partir de l�a, ils utilisent un test global du �2 bas�e sur un r�esultat de Fisher qui permet de
combiner les r�esultats de tests disjoints (en particulier Q� peut varier d'un test �a l'autre).
Par exemple, si nous disposons de J tests ind�ependants, on d�eduit du r�esulat de Fisher que
la statistique :

T = �2
JX
j=1

log �(Q�j)

est distribu�ee comme un �2 (2J)). Par cons�equent, une valeur �elev�ee de la statistique T peut
être interpr�et�ee comme une d�eviation de l'hypoth�ese al�eatoire mais aucunement comme une
validation d�e�nitive de la th�eorie W�. Comme le note fort �a propos Mokken, le rejet de
l'hypoth�ese al�eatoire est une condition n�ecessaire mais non su�sante de la validit�e de la
th�eorie W�.

Cette litt�erature des d�ebuts a donn�e lieu �a de nombreux d�ebats m�ethodologiques. La
th�eorie des tests a �et�e progressivement rel�egu�ee au second plan et remplac�ee par d'autres
approches statistiques. Par exemple, Franklin et Mackie (1984) appliquent les m�ethodes clas-
siques de r�egression multiple en consid�erant comme unit�e d'obervation toutes les coalitions
potentielles. Cela signi�e pratiquement que si au terme d'�elections parlementaires �a une
date t dans un pays j, jWt;jj coalitions di��erentes sont susceptibles de former un gouverne-
ment, pour tout k = 1; :::; jWt;jj, ils codent Xk;j;t = 1 si la coalition k est le gouvernement
observ�e et Xk;j;t = 0 sinon. Au nombre des r�egresseurs, ils prennent en compte toutes
les caract�eristiques qualitatives ou quantitatives des coalitions auxquelles les th�eories font
r�ef�erence : coalition gagnante minimale, coalition connect�ee, taille de la coalition, poids de
la coalition, etc,.. et les combinent �a souhait pour cr�eer autant de termes interactifs. Ils
appliquent cette m�ethode pour expliquer dans un mod�ele uni��e l'origine des di��erences en-
tre les di��erentes conclusions obtenues par les di��erents auteurs en pr�esentant les di��erences
entre les approches de Brown d'une part et De Swann et Mokken et Taylor et Laver d'autre
part comme des di��erences de strat�egies de pond�eration.
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Ces approches ont elles-mêmes �et�e battues en br�eche et abandonn�ees au pro�t de la
m�ethode de maximum de vraisemblance appliqu�ee �a un mod�ele statistique qui respecte la
nature du probl�eme. En prenant comme unit�e d'analyse dans ces analyses de r�egression les
coalitions potentielles, leurs auteurs ignorent de facto que ces variables sont corr�el�ees par
d�e�nition, puiqu'il n'y a (pour chaque observation) qu'un seul gouvernement. Par ailleurs,
dans la mise en oeuvre de ces m�ethodes, le choix de la strat�egie de pond�eration a un impact
consid�erable sur la nature des r�esultats obtenus sugg�erant leur caract�ere un peu arti�ciel.
Une approche naturelle consiste �a consid�erer ce probl�eme comme un probl�eme de choix
polytomique non ordonn�e. On peut par exemple consid�erer comme le font Martin et Steven-
son (2001) des param�etrisations particuli�eres de la distribution multinomiale comme le logit
multinomial (MacFadden (1973)). Notons cependant ici que l'ensemble des valeurs possi-
bles de ce vecteur al�eatoire discret est l'ensemble des coalitions de W� (voire plus si l'on ne
restreint pas aux coalitions gagnantes). Les caract�eristiques des pays et des coalitions sont
introduites selon les mêmes principes que ceux de l'analyse �econom�etrique des choix discrets.

Nous avons alert�e le lecteur �a plusieurs reprises sur le fait que les analyses th�eoriques de
la formation des coalitions et du partage des gains au sein des coalitions �etaient conduites
s�epar�ement. Le même constat s'applique aux analyses empiriques de ces questions. Les
tentatives d'une approche th�eorique uni��ee reste encore embryonnaires mais l'approche em-
pirique �evolue rapidement concernant les coalitions gouvernementales. Cutler, De Marchi,
Gallop, Hollenbach, Laver et Orlowski (2016) introduisent un mod�ele statistique pour pr�edire
simultan�ement l'identit�e la coalition gagnante qui formera le gouvernement et le partage des
portefeuilles minisit�eriels. Ils souhaitent en plus ce faisant comprendre l'�enigmatique �ecart
entre la loi empirique de Gamson d'une part et les pr�evisions des mod�eles de marchandage
d'autre part qu'ils soient d'ailleurs coop�eratifs ou non. Si la loi de Gamson gouvernait
l'allocation des ressources au sein des gouvernements, les coalitions observ�ees seraient con-
forme �a l'hypoth�ese de Gamson-Riker, ce qui n'est pas valid�e empiriquement. Quant �a la
th�eorie, nous avons vu que les pr�edictions de marchandage sont souvent distantes de Gam-
son. Nous venons de voir que l'approche non-coop�erative, elle-aussi, aboutit �a des pr�edictions
di��erentes: les r�esultats de proportionnalit�e d�ecrivant les utilit�es ex ante utilisent les poids
de repr�esentation et non les poids r�eels et les r�esultats ex post d�ecrivent un avantage tr�es net
au formateur. Le divorce entre cette r�egularit�e empirique et la th�eorie est r�epertori�e sous
le nom de "Portfolio Allocation Paradox" (Warwick et Druckman (2006))101. Cutler et al
introduisent un mod�ele statistique o�u l'unit�e d'observation est un parti politique dans une
situation de formation du gouvernement. La variable d�ependante est la part de portefeuilles
du parti dans le gouvernment o�u la valeur 0 est interpr�et�ee comme signi�ant que le parti
ne fait pas partie du gouvernement. L'ing�eniosit�e de leur d�emarche est de choisir comme loi
de probabilit�e un m�elange de la masse de Dirac en 0 et d'une loi beta dont les param�etres
d�ependent lin�eairement �a la fois des poids r�eels et des poids de la repr�esentation minimale
int�egrale. Les param�etres sont estim�es par maximum de vraisemblance avec bootstrap. Les
r�esultats obtenus montrent une relation n�egative entre la probabilit�e de faire partie du gou-

101Carroll et Cox (2007) �ecrivent : "All modern baragaining models predict that Gamson's Law should not
hold".
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vernement et les deux poids. En revanche, les poids r�eels sont de bien meilleurs pr�edicteurs
que les poids de repr�esentation concernant les parts de portefeuilles.
Pour l'heure, les tentatives de r�econciliation entre la th�eorie et la loi de Gamson se limitent

�a quelques essais isol�es. Bassi (2013) l'obtient dans le cadre d'un mod�ele de marchandage
assez peu naturel. Carroll et Cox (2007) en revanche l'obtiennent en augmentant le jeu de
Baron et Ferejohn par une �etape en amont o�u les partis peuvent signer une alliance pr�e-
�electorale. Cette alliance consiste en la promesse de former une coalition de gouvernement
en cas de victoire �electorale et de r�epartir les portefeuilles selon une cl�e d'ores et d�ej�a �x�ee.
Ils d�emontrent qu'�a l'�equilibre, les partis s'engagent dans des alliances pr�e-�electorales et des
cl�es de r�epartition de type Gamson.

5 Conclusion

Dans cet article, nous avons proc�ed�e �a un tour d'horizon critique et in�evitablement s�electif
des �etudes th�eoriques et empiriques consacr�ees �a l'analyse en termes de jeux coop�eratifs des
alliances gouvernementales et �electorales. Même si elle fournit des �eclairages utiles pour
structurer le travail emprique et l'analyse des donn�ees, cette abondante litt�erature est loin
d'avoir r�epondu �a toutes les questions pos�ees. Nous avons vu que certaines �enigmes , au
premier rang desquelles la Loi de Gamson, r�esistent �a l'explication th�eorique. A n'en point
douter, les recherches en cours et futures apporteront des �eclairages nouveaux sur ces ques-
tions importantes de science politique.

6 References

Ansolabehere, S., J. M. Snyder, A. B. Strauss, and M. M. Ting (2005) \Voting Weights and
Formateur Advantages in the Formation of Coalition Governments", American Journal of
Political Science, 49, 550{63.
Aumann, R.J. and J.H. Dr�eze (1974) "Cooperative games with Coalition Structures",

International Journal of Game Theory, 3, 217-237.
Aumann RJ et M. Maschler (1964) "The bargaining set for cooperative games", in

Dresher M, Shapley LS, Tucker AW (eds.) Advances in Game Theory, Princeton University
Press, Princeton, 443{476.
Austen-Smith, D. and J.Banks (1988) "Elections, Coalitions, and Legislative Outcomes",

American Political Science Review, 82, 405-422.
Austen-Smith, D. and J.Banks (1990) "Stable Governments and the Allocation of Policy

Portfolios", American Political Science Review, 84, 891-906.
Austen-Smith, D. (1996) "Re�nements of the Heart", Chapitre 9 dans Collective Decision-

Making: Social Choice and Political Economy, Scho�eld, N. (Ed), Kluwer Academic Pub-
lishers.
Austen-Smith, D. and J. S. Banks. (1999) Positive Political Theory I, Collective Prefer-

ences, The University of Michigan Press.

66



Austen-Smith, D. and J. S. Banks. (2005) Positive Political Theory II, Strategy and
Structures, The University of Michigan Press.
Axelrod, R. (1970) Con
ict of Interest: A Theory of Divergent Goals with Applications

to Politics, Chicago: Markham.
Axelrod, R. (1972) "Where the Votes Come From : An Analysis of Electoral Coalitions,

1952-1968", American Political Science Review, 66, 11-20.
Balinski, M.L. et H.P. Young (1978) "The Je�erson method of apportionment", SIAM

Review, 20, 278{284.
Balinski, M.L. et H.P. Young (2001) Fair Representation, Second Edition, Brookings

Institution Press.
Banerjee, S., Konishi, H. et T. S�onmez (2001) "Core in a simple coalition formation

game", Social Choice and Welfare, 18, 135-153.
Banks, J.S. and J. Duggan (2000) "A Bargaining Model of Collective Choice", American

Political Science Review, 94, 73-88.
Banks, J.S., Duggan, J. and M. Le Breton. (2006) "Social Choice and Electoral Compe-

tition in the General Spatial Model", Journal of Economic Theory, 126, 194-234.
Banzhaf, J.F. III. (1965) "Weighted Voting Doesn't Work : A Mathematical Analysis",

Rutgers Law Review, 19, 317-343.
Bartholdi III J.J., Narasimhan L.S. et C.A. Tovey (1991): Recognizing majority-rule

equilibrium in spatial voting game, Social Choice and Welfare, 8, 183{97.
Baron, D. P. and J. A. Ferejohn (1989) "Bargaining in Legislatures", American Political

Science Review, 83, 1181-1206.
Bassi, A. (2013) "A Model of Endogenous Government Formation", American Journal

of Political Science, 57, 777-793.
Benoit, K. et M. Laver (2015) "The Basic Arithmetic of Legislative Decisions", American

Journal of Political Science, 59, 275-291.
Bianco, W.T., Jeliazkov, I. et I. Sened (2004) "The uncovered set and the limits of

legislative action", Political Analysis, 12, 256{78.
Blais, A. et I.H. Indridason (2007) "Making Candidates Count : The Logic of Electoral

Alliances in Two-Round Legislative Elections", Journal of Politics, 69, 193-205.
Bochsler, D. (2010) "Who gains from apparentments under D'Hondt?", Electoral Studies,

29, 617{627.
Bogomolnaia, A. et M.O. Jackson (2002) "The stability of hedonic coalition structures",

Games and Economic Behavior, 38, 201{230.
Bondareva, O.N. (1963) "Some applications of linear programming methods to the theory

of cooperative games", Problemy Kibernetiki, 10,119-139. [en Russe]
Born, P. et J. Suijs (2001) "Stochastic Cooperative Games: Theory and Applications",

Tilburg University, Mimeo.
Bochsler, D. (2010) "Who gains from apparentments under D'Hondt?", Electoral Studies,

29, 617{627.
Brown, P.J. et C.D. Payne (1986) "Aggregate Data, Ecological Regression, and Voting

Transitions", Journal of the American Statistical Association, 81, 452-460.

67



Browne, E.C. (1971) "Testing Theories of Coalition Formation in the European Context",
Comparative Political Studies, 3 (I971), 391-411.
Browne, E. C, and M.N. Franklin (1973) "Aspects of Coalition Payo�s in European

Parliamentary Democracies", American Political Science Review, 67, 453-469.
Brown, E.C. and J.P. Frendreis (1980) \Allocating Coalition Payo�s by Conventional

Norm: An Assessment of the Evidence from Cabinet Coalition Situations", American Journal
of Political Science 24, 753-768.
Campbell, P. (1951) "Remarques sur les E�ets de la Loi Electorale Fran�caise du 9 Mai

1951", Revue Fran�caise de Science Politique, 1, 498-502.
Carroll, R. et G. W. Cox (2007) The Logic of Gamson's Law: Pre-election Coalitions and

Portfolio Allocations", American Journal of Political Science, 51, 300{313.
Chua, V. and D. S. Felsenthal. (2008a) Coalition formation theories revisited: An empir-

ical investigation of Aumanns hypothesis, in Power, Freedom, and Voting: Essays in Honour
of Manfred J. Holler, Braham, M. et F. Ste�en (Eds), Springer, 159-183.
Chua, V. and D. S. Felsenthal. (2008b) "Do Voting Power Considerations Explain the

Formation of Political Coalitions? A Reevaluation", Homo Oeconomicus, 25, 141{167.
Cutler, J., de Marchi,S., Gallop, M., Hollenbach, F.M., Laver, M. et M.Orlowski (2016)

"Cabinet formation and portfolio distribution in European multi-party systems", British
Jouranl of Political Science, 46, 31-43.
Damme, van E. (1998) "On the State of the Art in Game Theory: An Interview with

Robert Aumann", Games and Economic Behavior, 24, 181-210.
Davis M et M. Maschler M (1967) "Existence of stable payo� con�gurations for coop-

erative games", in Shubik M (ed.) Essays in Mathematical Economics in Honour of Oskar
Morgenstern, Princeton University Press, Princeton, 39{52.
Dodd, L. (1974) "Party Coalitions in Multiparty Parliaments; A Game Theoretic Analy-

sis", American Political Science Review, 68, 1093-1115.
De Clippel G. and R. Serrano (2008) "Marginal Contributions and Externalities in the

Value", Econometrica, 76, 1413-1436.
Dequiedt, V., Durieu, J. et P. Solal (2011) Th�eorie des Jeux et Applications, Economica.
De Swann, A. (1973) Coalition Theories and Cabinet Formation, Elsevier, Amsterdam.
De Swann, A. et R.J. Mokken (1980) "Testing Coalition Theories: The Combined Evi-

dence" in Lewin, L and E. Vedung (Eds), Politics and Rational Action, Dordrecht, Reidel.
Downs, A. (1957) An Economic Theory of Democracy, Prentice Hall.
Dr�eze, J. H. et J. Greenberg, (1980) "Hedonic coalitions: optimality and stability",

Econometrica, 48, 987{1003
Dunz, K. (2011) "Bargaining over the Distribution of Seats in French Regional Elections",

American University of Paris, Mimeo.
Dutta, B., Ray, D., Sengupta, K. et R. Vohra (1989) " A Consistent Bargaining Set",

Journal of Economic Theory, 49, 93-112.
Duverger, M. (1954), Les Partis Politiques, Armand Colin.
Einy, E. (1985a) "On Connected Coalitions in Dominated Simple Games", International

Journal of Game Theory, 14, 103-125.

68



Einy, E. (1985b) " The Desirability Relation of Simple Games", Mathematical Social
Sciences, 10, 155-168.
Einy, E. et D. Wettstein (1996) "Equivalence Between Bargaining Sets and the Core in

Simple Games", International Journal of Game Theory, 25, 65-71.
Eraslan, H. (2002) "Uniqueness of Stationary Equilibrium Payo�s in the Baron-Ferejohn

Model", Journal of Economic Theory, 103, 11-30.
Eraslan, H. et A. McLennan (2013) "Uniqueness of stationary equilibrium payo�s in

coalitional bargaining", Journal of Economic Theory, 148, 2195{2222.
Feld, S., Grofman, B. et N. Miller (1988) "Centripetal forces in spatial voting: On the

size of the Yolk", Public Choice, 59, 37-50.
Feld, S., Grofman, B. et N. Miller (1989) "The Geometry of majority Rule", Journal of

Theoretical Politics, 1, 379-406.
Feld, S.L., Grofman, B., Hartly, R., Kilgour, M., Miller, N.R. et N. Noviello (1987) "The

Uncovered Set in Spatial Voting Games", Theory and Decision, 23, 129-155.
Forcina, A., Ganldi, M. et B. Bracalente (2012) "A revised Brown and Payne model of

voting behaviour applied to the 2009 elections in Italy", Statistical Methods and Applications,
21, 109-119.
Franklin, M.N. et T.M. Mackie (1984) "Reassessing the Importance of Size and Ideology

for the Formation of Governing Coalitions in Parliamentary Democracies", American Journal
of Political Science, 28, 671-692.
Freixas, J. et X. Molinero (2009) "On the Existence of Minimum Integer Representation

for Weighted Voting Systems", Annals of Operations Research, 166, 243-260.
Freixas, J. et X. Molinero (2010) "Weighted Games without a Unique Minimal Repre-

sentation in Integers", Optimization Methods and Software, 25, 203-215.
Freixas, J., Molinero, X. and S. Roura (2007) "Minimal Representations for Majority

Games", in Computations and Logic in the Real World, Lecture Notes in Computer Science,
Vol 4497, Springer Verlag, 297-306.
Gamson, W.A. (1961) \A Theory of Coalition Formation", American Sociological Review

26, 373-382.
Golder, M., Golder, S.N. et D.A. Spiegel (2012) "Modeling the Institutional Foundation

of Parliamentary Government Formation", The Journal of Politics, 74, 427{445.
Golder, M., Golder, S.N. et D.A. Spiegel (2014) "Evaluating a Stochastic Model of Gov-

ernment Formation", Journal of Politics, 76, 880-886.
Golder, S.N. (2006) The Logic of Pre-Electoral Coalition Formation, The Ohio State

University Press.
Golder, S.N. et J.A. Thomas (2013) "Portfolio Allocation and the Vote of No Con�dence",

British Journal of Political Science, 1-11.
Granot, D. (1977) "Cooperative Games in Stochastic Characteristic Function Form ",

Management Science, 23, 621-630.
Greenberg, J. (1990) The Theory of Social Situations, Cambridge University Press.
Gurk, H.M. and J.R. Isbell (1959) "Simple Solutions" in Annals of Mathematics Studies,

Contributions to the Theory of Games IV, Volume 40, Princeton University Press, 247-265.

69



Hafalir, I.E. (2007) "E�ciency in Coalition Games with Externalities", Games and Eco-
nomic Behavior, 61, 242-258.
Hart, S. (2005) "An Interview with Robert Aumann", Macroeconomic Dynamics, 9, 683-

740.
Hart, S. et M. Kurz (1983) "Endogenous Formation of Coalitions", Econometrica, 51,

1047-1064.
Holzman, R., Peleg, B. et P. Sudh�olter (2007) "Bargaining Sets of Majority Voting

Games", Mathematics of Operations Research, 32, 857-872.
Isbell, J.R. (1959) "On the Enumeration of Majority Games", Mathematical Tables and

Other Aids to Computation, 13, 21-28.
Isbell, J.R. (1969) "A Counterexample in Weighted Majority Games", Proceedings of

the American mathematical Society, 20, 590-592.
Jackson, M. O. and B. Moselle. 2002. \Coalition and Party Formation in a Legislative

Voting Game", Journal of Economic Theory, 103, 49{87.
Janson, S. (2014) "Asymptotic bias of some election methods", Annals of Operations

Research, 215, 89{136.
Jelnov, A. (2014) Existence of dominant players and their role in the formation of a

cabinet coalition, Ariel University, Mimeo.
Jelnov, A. et P. Jelnov (2016) The Ruling Party and its Voting Power, Ariel University,

Mimeo.
Kalandrakis, T. (2006) "Proposal Rights and Political Power", American Journal of

Political Science, 50, 441-448.
Kalandrakis, T (2016) "Computation of equilibrium values in the Baron and Ferejohn

bargaining model", Games and Economic Behavior, �a paraitre.
Karpov, A. (2015) "Alliance Incentives under the D'Hondt Method",Mathematical Social

Sciences, 74, 1-7.
Keiding, H. (2015) Game Theory: A Comprehensive Introduction, World Scienti�c.
Koehler, D.H. (1990) "The Size of the Yolk: Computations for Odd and Even-Numbered

Committees", Social Choice and Welfare, 7, 231-245.
Kopelowitz, A. (1967) "Computation of the Kernels of Simple Games and the Nucleolus

of N-Person Games", Mimeo.
Krohn, I. and P. Sudh�olter (1995) "Directed and Weighted Majority Games", Mathemat-

ical Methods of Operations Research, 42, 189-216.
Kurz, S. (2012) "On Minimum Sum Representations for Weighted Voting Games", Annals

of Operations Research, 196, 361-369.
Kurz, S., Nohn, A. et S. Napel (2014) "The nucleolus of large majority games", Economics

Letters,123, 139-143.
Laver, M. (1998) \Models of Government Formation", Annual Review of Political Science

1, 1-25.
Laver, M. and N. Scho�eld (1998) Multiparty Governments: The Politics of Coalitions

in Europe, University of Michigan Press.
Laver, M. and K.A. Shepsle (1996) Making and Breaking Governments, Cambridge Uni-

versity Press.

70



le Bras, H. (2016) Le Nouvel Ordre Electoral: Tripartisme contre D�emocratie, Seuil.
Le Breton, M.; Ortuno-Ortin, I. and S. Weber (2008) "Gamson's Law and Hedonic

Games", Social Choice and Welfare, 30, 57-67.
Le Breton, M., Montero, M. et V. Zaporozhets (2012) \Voting Power in the EU Council of

Ministers and Fair Decision Making in Distributive Politics", Mathematical Social Sciences,
63, 159-173.
Le Breton, M., Sudh�olter, P. et V.Zaporozhets (2012) \Sequential Legislative Lobbying",

Social Choice and Welfare, 39, 491-520.
Le Breton and K. Van Der Straeten (2013) "Alliances Electorales entre Deux Tours de

Scrutin : Le Point de Vue de la Th�eorie des Jeux Coop�eratifs et une Application aux Elections
R�eguinales de Mars 2010", Revue Economique, 64, 173-240.
Le Breton, M. et V. Zaporozhets (2010) \Sequential Legislative Lobbying under Political

Certainty", Economic Journal, 120, 281-312.
Lee, M., McKelvey, R.D. and H. Rosenthal (1979) "Game Theory and the French Ap-

parentements of 1951", International Journal of Game Theory, 8, 27-53.
Lee, M. and H. Rosenthal (1976) "A Behavioral Model of Coalition Formation : The

French Apparentements of 1951", Journal of Con
ict Resolution, 20, 563-
Legros, P. (1981) "A Note on the Nucleolus of Three-Person Games", University of Paris,

Mimeo.
Leiserson, M.A. (1966), Coalitions in Politics: A theoretical and Empirical Study, doc-

toral dissertation, Yale University, Mimeo.
Leutg�ab, P. et Pukelsheim, F. (2009) "List apparentements in local elections{A Lottery",

Homo Oeconomicus, 26, 489{500.
Loeb, D.E. and A.R. Conway (2000) "Voting Fairly: Transitive Maximal Intersecting

Family of Sets", Journal of Combinatorial Theory, Series A, 91, 386-410.
Mas-Colell, A. (1989) "An equivalence theorem for a bargaining set, Journal of Mathe-

matical Economics, 18, 129-139.
Martin, L.W. et R.T. Stevenson (2001) "Government in Parliamentary Democracies",

American Journal of Political Science, 45, 33-50.
Martin, L.W. et G.Vanberg (2014) \A Step in the Wrong Direction: An Appraisal of the

Zero-Intelligence Model of Government Formation", Journal of Politics, 76 , 873-879.
Maschler, M. (1966) "The inequalities that determine the bargaining set M(i)

1 ", Israel
Journal of Mathematics, 4,127{134.
Maschler M,. Peleg B et L.S. Shapley (1972) "The kernel and bargaining set for convex

games", International", Journal of Game Theory, 1, 73-93.
Maschler, M. (1992) "The Bargaining Set, Kernel and Nucleolus: a Survey" in Handbook

of Game Theory, R.J. Aumann and S. Hart (Eds), Amsterdam, Elsevier.
Maschler, M., Solan, E. et S. Zamir (2013) Game Theory, Cambridge University Press.
Maskin, E. (2003) "Bargaining, Coalitions and Externalities", Presidential Address to

the Econometric Society, Institute for Advanced Study, Princeton, Mimeo.
Maskin, E. (2004) "Bargaining, Coalitions and Externalities", Second Toulouse Lectures

in Economics, Slides.

71



McCarthy, C. et T.M. Ryan (1977) "Estimates of Voter Transition Probabilities from the
British General Elections of 1974", Journal of the Royal Statistical Society, 140, 78-85.
McFadden, D. (1973) "Conditional Logit Analysis of Qualitative Choice behavior", in

Frontiers of Econometrics, P. Zarembka (Ed), Academic Press, New York.
Mc Kelvey, R.D. (1976) " Intransitivities in Multidimensional Voting Models and Some

Implications for Agenda Control", Journal of Economic Theory, 12, 472-482.
Mc Kelvey, R.D. (1979) " General Conditions for Global Intransitivities in Formal Voting

Models", Econometrica, 47, 1086-1112.
Mc Kelvey, R.D. (1986) " Covering, dominance, and institution-free properties of social

choice", American Journal of Political Science, 30, 283{314.
McKelvey, R.D. et R. Rosenthal (1978) "N�Person Cooperative Game Theory and Spa-

tial Models of Politics: Empirical Analysis of Electoral Coalitions in France." in Game
Theory and Political Science, P. Ordeshook (Ed)New York: NYU Press.
Miller, N.R. (2007) "In Search of the Uncovered Set", Political Analysis, 15, 21-45.
Mokken, R.J. (1973) "A Simple Model for Testing Coalition Theories", Appendix 2 in

De Swann, A. Coalition Theories and Cabinet Formation, Elsevier, Amsterdam,304-307.
Montero, M. (2005) "On the Nucleolus as a Power Index", Homo Oeconomicus, 22, 551-

567
Montero, M. (2006) "Noncooperative Foundations of the Nucleolus in Majority Games",

Games and Economic Behavior, 54, 380-397.
Montero, M. (2016) "Proportional payo�s in legislative bargaining with weighted voting:

a characterization", University of Nottingham, Mimeo.
Mueller, D.C. (2003) Public Choice III, Cambridge University Press.
Myerson , R.B. (1980) "Conference Structures and Fair Allocation Rules", International

Journal of Game Theory, 9, 169-182.
Myerson, R. (1991) Game Theory: Analysis of Con
ict, Harvard University Press.
Nakamura, K. (1979) "the Vetoers in a Simple Game with Ordinal Preferences", Inter-

national Journal of Game Theory, 8, 55-61.
Ordershook, P.C. (1986) Game Theory and Political Theory, Cambridge University Press.
Osborne, M. et A. Rubinstein (1994) A Course in Game Theory, The MIT Press, Cam-

bridge.
Ostmann, A. (1987) "On the Minimal Representation of Homogeneous Games", Inter-

national Journal of Game Theory, 16, 69-81.
Owen, G. (2001) Game Theory, California: Academic Press.Cooperative Games, Kluwer

Academic Publishers.
Parigi, P. et P.S. Bearman (2008) "Spaghetti politics: Local electoral systems and alliance

structure in Italy, 1984-2001", Social Forces, 87, 623{649.
Park, W.H. (2008) Ecological Inference and aggregate Analysis of Elections, PhD Dis-

serttion, University of Michigan.
Peleg, B. (1966) "On the Kernel of Constant Sum Simple Games with Homogeneous

Weights", Illinois Journal of Mathematics, 10, 39-48.
Peleg, B. (1966) "The kernel of the general-sum four-person game", Canadian Journal

of Mathematics, 18, 673{677

72



Peleg, B. (1967) "Existence theorem for the bargaining set M(i)
1 ", in Shubik, M. (ed)

Essays in Mathematical Economics in Honour of Oskar Morgenstern, Princeton University
Press,Princeton, 53{56.
Peleg, B. (1968) \On Weights of Constant-Sum Majority Games", SIAM Journal on

Applied Mathematics, 16, 527-532.
Peleg, B. (1980) "A Theory of Coalition Formation in Committees", Journal of Mathe-

matical Economics, 7, 1980, 115-134.
Peleg, B. (1981) "Coalition Formation in Simple games with Dominant Players", Inter-

national Journal of Game Theory, 10, 1-33.
Peleg, B. and P. Sudh�olter (2003) Introduction to the Theory of Cooperative Games,

Boston, Kluwer Academic Publishers.
Peleg, B. et P. Sudh�olter (2005) "On the non-emptiness of the Mas-Colell bargaining

set", Journal of Mathematical Economics, 41, 1060{1068.
Plott, C.R. (1967) "A Notion of Equilibrium and its Possibility under Majority Rule",

American Economic Review, 57, 787-806.
Poole, K.T. (2005) Spatial Models of parlamentary Voting, Cambridge University Press.
Poole, K.T. and H. Rosenthal. (2008) Ideology and Congress, Library of Congress.
Pukelsheim, F. (2014), Proportional Representation, Springer, Heidelberg.
Rapoport, Am. and Weg, E. (1986). `Dominated, Connected and Tight Coalitions in the

Israeli Knesset', American Journal of Political Science, 30, 577-597.
Riker, W.H. (1962) The Theory of Political Coalitions, Yale University Press, New Haven,

CN.
Riker, W.H. (1967) "Bargaining in a Three-Person Game", American Political Science

Review, 61, 642-656.
Rosenthal, H. (1968a) "Political Coalitions: Elements of a Model and the Study of French

Legislative Elections" in Calcul et Formalisation dans les Sciences de l'Homme. Proceed-
ings of Rome UNESCO conference on mathematical methods in the social sciences. Paris:
Editions du Centre National de la Recherche Scienti�que, 270-282.
Rosenthal, H. (1968b) "Voting and Coalition Models in Election Simulations." In Sim-

ulation and the Study of Politics, W. M. Coplin (Ed) Chicago: Markham Press, 237-287.
Rosenthal, H. (1970) "Size of Coalition and Electoral Outcomes in the Fourth French

Republic." in C. Cotter (ed),The Study of Political Coalitions. New York: Holt, Rinehart
and Winston.
Rosenthal, H. (1975) "Viability, Preferences and Coalitions in the French Election of

1951", Public Choice, 20, 27-39.
Rosenthal, R.W. (1972) "Cooperative Games in E�ectiveness Form", Journal of Eco-

nomic Theory, 5, 88{101.
Roth, A.E. et U.G. Rothblum (1982) "Risk Aversion and Nash's Solution for Bargaining

Games with Risky Outcomes", Econometrica, 50, 639-647.
Saari, D. (1997) "The Generic Existence of a Core for q-Rules", Economic Theory, 9,

219-260.
Safra, Z., Zhou, L. et I. Zilcha (1990) "Risk Aversion in the Nash Bargaining Problem

with Risky Outcomes and Risky Disagreement Points", Econometrica, 58, 961-965.

73



Shepsle, K.A. (1974) "On the Size of Winning Coalitions", American Political Science
Review, 68, 505-518.
Scho�eld, N. (1976) "The Kernel and Payo�s on European Government Coalitions",

Public Choice, 31, 29-49.
Scho�eld, N. (1978) "Generalised Bargaining Sets for Cooperative Games", International

Journal of Game Theory, 7, I83-99.
Scho�eld, N. (1982) "Bargaining Set Theory and Stability in Coalition Governments",

Mathematical Social Sciences, 3, 9-31.
Scho�eld, N. (1987) "Bargaining in Voting Majority Voting Games", in The Logic of

Multiparty Systems, M.J. Holler (Ed), Martinus Nijho� Publishers.
Scho�eld, N. (1995), "Coalition Politics: A Formal Model and Empirical Analysis", Jour-

nal of Theoretical Politics, 7, 245-281.
Scho�eld, N. (1996) "The Heart of a Polity", Chapitre 8 dans Collective Decision-Making:

Social Choice and Political Economy, Scho�eld, N. (Ed), Kluwer Academic Publishers.
Scho�eld, N. (1999) "The Heart and the Uncovered Set" , Journal of Economics: Zeitschrift

furNationalokonomie, 8, 79-113.
Scho�eld, N. (2008) The Spatial Model of Politics, Routledge.
Scho�eld, N. and M. Laver (1985) "Bargaining Theory and Portfolio Payo�s in European

Coalition Governments 1945-83", British Journal of Political Science, 15, 143-164.
Schmeidler, D. (1969) "The Nucleolus of a Characteristic Function Game", SIAM Journal

on Applied Mathematics, 17, 1163-1170.
Shapley, L.S. (1953) "A value for N-person Games" in Contributions to the Theory of

Games, Vol II, H. Kuhn and A.W. Tucker (Eds), Princeton University press, Princeton, NJ.
Shapley, L.S. (1962) \Simple Games: An Outline of the Descriptive Theory", Behavioral

Sciences, 7, 59-66.
Shapley, L.S. (1967) "On balanced sets and cores", Naval Research Logistics Quarterly,

14, 453-460.
Shapley, L.S. and M. Shubik (1954) "A Method for Evaluating the Distribution of Power

in a Committee System", American Political Science Review, 48, 787-792.
Snyder, J. M., M. M. Ting, and S.Ansolabehere (2005) \Legislative Bargaining Under

Weighted Voting", American Economic Review, 95, 981-1004.
Solymosi T (1999) "On the bargaining set, kernel and core of superadditive games",

International Journal of Game Theory, 28, 229{240.
Solymosi, T. (2002) "The bargaining set of four-person balanced games", International

Journal of Game Theory, 31,1{11.
Suijs, J. et P. Borm (1999) "Stochastic Cooperative Games: Superadditivity, Convexity

and Certainty Equivalents", Games and Economic Behavior, 27, 331-345.
Suijs, J., P. Borm, P., A.De Waegenaere et S. Tijs (1999) "Cooperative Games with

Stochastic payo�s", European Journal of Operational Research, 113, 193-205.
Stearns, R.E. (1968) "Convergent Transfer Schemes for N-Person Games", Transactions

of the American Mathematical Society, 134, 449-459.
Strom, K. (1990) Minority Government and majority Rule, Cambridge University Press,

Cambridge.

74



Taylor, M. (1972) "On the Theory of Government Coalition Formation", British Journal
of Political Science, 2, 1-73.
Taylor, M. and M. Laver, (1973) "Government Coalitions in Western Europe", European

Journal of Political Research, 1, 205-48.
Taylor, A.D. and W.S. Zwicker (1999) Simple Games, Princeton University Press.
Tchantcho, H., Moyouwou, I. et N. Andjiga " On the Bargaining Set of Three-Player

Games", Economics Bulletin, 2012, Vol. 32 No. 1 pp. 429-436
Thrall, R.M. and W.F. Lucas (1963) "N-Person Games In Partition Function Form",

Navals Research Logistics Quarterly, 10, 281-298.
Van Deemen, A.M.A. (1989) "Dominant players and minimum size coalitions, European

Journal of Political Research, 17, 313-332.
Van Deemen, A.M.A. (1997) Coalition Formation and Social Choice, Springer, Heidel-

berg.
Vohra, R. (1991) "An existence theorem for a bargaining set", Journal of Mathematical

Economics, 20,19-34.
Warwick, P.V. and J.N. Druckman (2001) \Portfolio Salience and the Proportionality of

Payo�s in Coalition Governments", British Journal of Political Science 31, 627-649.
Warwick, P.V. et J.N. Druckman (2006) "The Portfolio Allocation Paradox: An Inves-

tigation into the Nature of a Very Strong but Puzzling Relationship", European Journal of
Political Science, 45, 635{665.
Wilson, R. (1971) "Stable Coalition Proposals in Majority-Rule Voting," Journal of Eco-

nomic Theory, 3, 254-271.
Von Neumann, J. and O. Morgenstern. (1944) Theory of Games and Economic Behavior,

Princeton: Princeton University Press.
Zhou, L. (1994) "A New Bargaining Set of an N-Person Game and Endogenous Coalition

Formation", Games and Economic Behavior, 6, 512-526.

7 Appendices

7.1 Appendice 1 : Jeux Coop�eratifs : D�e�nition, Nucl�eole, En-

semble de Marchandage, Noyau et Valeur de Shapley102

7.1.1 Jeux coop�eratifs TU et NTU: D�e�nitions

Un jeu coop�eratif �a utilit�e transf�erable (TU) est une paire (N; V ), o�u N = f1; : : : ; ng avec
n � 2 est un ensemble �ni de joueurs et V est une fonction qui associe un nombre r�eel V (S)
�a chaque sous-ensemble S de N . Il est suppos�e que V (?) = 0. La fonction V est appel�ee
fonction caract�eristique du jeu; on dit parfois que le jeu est sous forme caract�eristique.
Il est normalis�e si V (fig) = 0 pour tout i 2 N .

102On pourra consulter Peleg et Sudh�olter (2003) pour un expos�e approfondi de la th�eorie des jeux
coop�eratifs. Keiding (2015), Maschler, Solan et Zamir (2013), Myerson (1991), Osborne et Rubinstein
(1994) et Owen (2001) consacrent de nombreux chapitres �a cette th�eorie et ses appplications. En langue
fran�caise, le lecteur pourra consulter la partie 3 de Dequiedt, Durieu et Solal (2011).
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Il est suradditif si V (S [ T ) � V (S) + V (T ) pour tout S; T � N tels que S \ T = ?. Il
est faiblement suradditif si V (S [ fig) � V (S) + V (fig) pour tout S � N et i =2 S. Il est
convexe si V (S [ T ) � V (S) + V (T )� V (S \ T ) pour tout S; T � N .
Nous noterons

XIR �
(
y 2 Rn j

nX
i=1

yi = V (N); yj � V (fjg) 8j 2 N
)

l'ensemble des partages r�ealisables e�caces qui sont individuellement rationnels. Ces vecteurs
sont appel�es imputations103. Une imputation est un partage o�u chaque joueur re�coit au moins
ce qu'il peut obtenir seul s'il ne noue aucune alliance. Dans le contexte de distribution des
portefeuilles minist�eriels, un arrangement x 2 XIR est ainsi une r�epartition des si�eges dans
la grande coalition qui respecte le pouvoir des joueurs pris isol�ement.
Une structure de coalitions (Aumann et Dr�eze (1974)) est une partition � =

�
S1; S2; :::; SK

	
de N . L'ensemble des imputations s'�ecrit dans ce cas:

X�
IR �

(
y 2 Rn j

X
i2Sk

yi = V (S
k) 8k = 1; :::; K et yj � V (fjg) 8j 2 N

)

Dans ce qui suit, sauf mention contraire, il sera implicitement suppos�e que � = fNg.
Un jeu coop�eratif �a utilit�e non transf�erable (NTU) est une paire (N; V ), o�uN = f1; : : : ; ng

avec n � 2 est un ensemble �ni de joueurs et V est une fonction qui associe un sous-ensemble
non vide ferm�e et compr�ehensif V (S) � RS �a chaque sous-ensemble S de N . Il est suppos�e
que V (S) \

�
xS + RS+

�
est born�e pour tout xS 2 RS+.104

Un jeu NTU est suradditif si V (S [ T ) � V (S) � V (T ) pour tout S; T � N tels que
S \ T = ?.
Dans le cas o�u le jeu proc�ede d'une description o�u pour chaque joueur i = 1; :::; n, les

strat�egies pures individuelles Xi de ce joueur ainsi que son utilit�e Ui :
nQ
j=1

Xi ! R pour

chaque pro�l de strat�egies sont d�e�nies, V (S) d�ecrit les vecteurs d'utilit�e que les joueurs de
S peuvent se garantir lorsqu'ils coordonnent leurs strat�egies individuelles105. Pr�ecis�ement :

V (S) =

(
u 2 Rn j pour tout i 2 S : ui � ui(xS) pour un xS 2

Q
j2S
Xj

)
o�u ui(xS) � Inf

xNnS2
Q

j2NnS
Xj

Ui(xS; xNnS). A chaque strat�egie coordonn�ee xS de S et �a chaque

r�eponse xNnS de la coalition compl�ementaireNnS correspond un vecteur d'utilit�es
�
Ui(xS; xNnS)

�
i2S

103Lorsque la condition de rationalit�e individuelle n'est pas int�egr�ee, on parle de pr�eimputation.
104Cette d�e�nition est celle de Peleg et Sudh�olter (2003). Les d�e�nitions varient parfois sensiblement selon
les auteurs. Par exemple, certains auteurs incluent la convexit�e de V (S) dans la d�e�nition. Nous renvoyons
le lecteur au chapitre 11 de Peleg et Sudh�olter (2003) pour plus d'informations sur ces questions.
105Dans certains manuels, V (S) est d�e�ni comme un sous-ensemble bV (S) de Rn: On passe de l'un �a l'autre
en posant (voir par exemple Keiding (2015)): bV (S) = V (S)� RNnS .
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pour les joueurs de S. Sachant que S ne contrôle pas xNnS, S ne peut �ecarter le sc�enario le
pire pour le joueur i, c'est �a dire Inf

xNnS2
Q

j2NnS
Xj

Ui(xS; xNnS). Il s'agit donc d'une version tr�es

prudente de la mesure des possibilit�es d'une coalition appel�ee version alpha. Les niveaux
inf�erieurs �a ces niveaux de r�ef�erence sont �egalement inclus dans V (S). On peut en�n revoir la
d�e�nition ci-dessus en consid�erant les strat�egies mixtes sur les strat�egies jointes des membres
de S. En notant U l'ensemble des vecteurs d'utilit�e U(x) = (U1(x); :::; Un(x)) attach�es aux
di��erents pro�ls de strategies x, on peut d�e�nir une relation de dominance �V sur U par
u �V u0 si 9S � N : u 2 V (S) et ui > u0i pour tout i 2 S:106
Puique l'essentiel des jeux �etudi�es dans cet article seront des jeux TU, notre pr�esentation

des solutions sera limit�ee aux jeux TU, �a l'exception de la �n de l'appendice 2 consacr�ee au
coeur des jeux de vote.
Pour terminer, il est aussi utile de pr�eciser qu'un jeu coop�eratif peut être repr�esent�e

plus g�en�eralement �a l'aide d'une fonction appel�ee fonction de partition (Rosenthal (1972),

Thrall et Lucas (1963)). Une fonction de partition est une fonction eV qui pour tout 1 �
k � n, associe �a toute partition de � =

�
S1; S2; :::; Sk

	
de N en k coalitions, un vecteur�eV (S1; �) ; eV (S2; �) ; :::; eV �Sk; ��� : Pour tout j = 1; :::; k, la valeur de la coalition Sj

d�epend de la structure � toute entiere et non seulement de Sj. Cette forme plus g�en�erale
que la fonction caract�eristique permet de prendre en compte des externalit�es (n�egatives ou

positives) entre coalitions. Lorsqu'on part d'une fonction de partition eV , il y a de muliples
fa�cons de lui asssocier une fonction caract�eristique. Dans notre article, nous supposerons
(forme alpha) que :

V (S) = Inf
�2�(N jS)

eV (S; �)
o�u � (N j S) d�esigne l'ensemble des partitions de N qui contiennent S.

7.1.2 Nucl�eole, Coeur et Moindre Coeur

Pour toute imputation x 2 XIR on calcule �(x) le vecteur de dimension 2
n dont les coor-

donn�ees sont les nombres
e(S; x) � V (S)�

X
i2S
xi

pour ; � S �N ordonn�es des plus grands vers les plus petits (c'est �a dire, �i(x) � �j(x) for
1 � i � j � 2n). Le nombre e(S; x) est appel�e l'exc�es de la coalition S : plus ce nombre
est �elev�e, plus la coalition S a lieu d'être m�econtente du partage re
�et�e par x. En e�et
ce nombre mesure l'�ecart entre ce �a quoi pourrait aspirer (voire se garantir) cette coalition
compte tenu de ses forces et ce qui lui est propos�e au travers de x. Plus ce nombre est �elev�e,
plus il est �a pr�evoir que la coalition S sera m�econtente de la proposition x. La coalition la

106Sur ces questions, le lecteur pourra consulter les chapitres 7 et 8 de Ordeshook (1986) o�u il trouvera
des exemples illustratifs ou Peleg et Sudh�olter (2003) pour un expos�e des fondements th�eoriques de cette
construction et des principaux r�esultats.
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plus plaintive contre x sera, avec la notation qui pr�ec�ede, la premi�ere coordonn�ee du vecteur
�(x).

On peut tr�es bien imaginer une n�egociation o�u les n�egociateurs examinent prioritairement
les coalitions les plus plaintives et l'amplitude de leur plainte. Dans cette logique, l'attention
devrait donc dans un premier temps porter sur la minimisation des plaintes les plus criantes
et ne retenir que les arrangements passant avec succ�es le premier test. Cet ensemble est
appel�e le moindre coeur107 du jeu V . Formellement, le Moindre Coeur de (N; V ), not�e
LC(N; V ), est l'intersection de tous les �� core non vides de (N; V ), o�u, �etant donn�e un
nombre r�eel �, le �� core de (N; V ) est l'ensemble:

C� �
(
x 2 Rn j

nX
i=1

xi = V (N) et e(S; x) � � pour tout ? " S & N
)
:

La notion de Moindre Coeur a �et�e introduite par Maschler, Peleg et Shapley (1979). Si
(N; V ) est suradditif, alors LC(N; V ) � XIR. Cet ensemble peut contenir plusieurs partages.
Comment trancher parmi ces �el�ements du Moindre Coeur ?

En suivant cette logique, on peut examiner les plaintes les plus criantes en descendant
d'un cran dans l'�echelle des plaintes c'est �a dire en consid�erant les plaintes les plus criantes
r�esiduelles une fois �elimin�ees celles qui sont les plus criantes. On construit ainsi un nouvel
ensemble contenu dans le pr�ec�edent et on peut continuer d'appliquer ainsi cette logique
lexicographique. Le nucl�eole108 de (N; V ) est l'unique vecteur Nu(N; V ) = x� 2 XIR tel que
�(x�) est minimal, au sens de l'ordre lexicographique dans l'ensemble f�(y) j y 2 XIRg.109
Le nucl�eole r�esulte donc d'une n�egociation o�u les n�egociateurs sont attentifs aux plaintes
les plus s�ev�eres et partagent implicitement la vue selon laquelle ces plaintes doivent être
prises en consid�eration en premier dans l'ordre des priorit�es. D'une certaine mani�ere, les
n�egociateurs, tout en faisant pr�evaloir leur pouvoir, ne sont pas d�epourvus d'un certain sens
�egalitaire (de type Rawlsien ici). Le calcul du nucl�eole est compliqu�e. A ce jour l'article de
r�ef�erence reste encore Kopelowitz (1967) qui transforme ce calcul en une s�equence fnie de
programmes lin�eaires. Il a utilis�e son algortithme pour clculer le nucl�eole de nombreux jeux
majoritaires pond�er�es de somme nulle avec 6 ou 7 joueurs.

Naturellement, on aimerait mieux qu'aucune plainte ne soit enregistr�ee contre un partage.
L'ensemble de tels partages constitue ce que l'on appelle le coeur110 du jeu V . Une famille de

107Least Core en anglais.
108Nucleolus en anglais.
109Le nucl�eole est d�e�ni ici par rapport �a XIR mais il peut être d�e�ni par rapport �a un sous-ensemble
compact et convexe X quelconque de Rn. Pour tout x 2 X, on note aussi �(x) le vecteur de dimension 2n
dont les coordonn�ees sont les nombres e(S; x) � V (S)�

P
i2S xi pour ; � S � N , ordonn�es des plus grands

vers les plus petits. Le nucl�eole de (N;V ) par rapport �a X est l'unique (pour une preuve de l'unicit�e, on
pourra consulter Peleg and Sudh�olter (2003)) vecteur x� = Nu(N;V ) 2 X tel que �(x�) est minimal, au
sens de l'ordre lexicographique dans l'ensemble f�(y) j y 2 Xg. Le nucl�eole de (N;V ) par rapport �a XIR est
le nucl�eole tel qu'il a �et�e d�e�ni originellement par Schmeidler (1969).
110Core en anglais. Notons qu'alternativement, le coeur du jeu V peut etre d�e�ni comme l'ensemble des
imputations non domin�ees au sens de la relation de dominance �V .
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coalitions
�
S1; S2; :::; SK

	
de N est dite �equilibr�ee s'il existe un vecteur � =

�
�1; �2; :::; �K

	
dans RK+ tel que: X

k:i2Sk
�k = 1 pour tout i 2 N

Un jeu TU (N; V ) est �equilibr�e si pour tout vecteur � d�ecrivant une famille de coalitions
�equilibr�ee:

KX
k=1

�kV (Sk) � V (N)

Le th�eor�eme de Bondareva-Shapley (Bondareva (1963), Shapley (1967)111 �enonce qu'un
jeu a un coeur non vide ssi il est �equilibr�e. Si le coeur est non vide, le nucl�eole choisira alors
un partage dans le coeur : plutôt que de minimiser la plainte la plus s�ev�ere, il s'occupera
de maximiser le gain le plus modeste. H�elas, dans de nombreux jeux, le coeur est vide et il
n'est pas possible d'�eviter les plaintes, ce qui fait du nucl�eole une solution attractive.

7.1.3 L'Ensemble de Marchandage

Cette logique de n�egociation bas�ee sur les plaintes apparâ�t aussi dans un autre ensemble
important de la th�eorie des jeux coop�eratifs appel�e ensemble de marchandage112 introduit
par Aumann et Maschler (1964) et Davis et Maschler (1963,1967).

Dans la suite, �etant donn�e deux n�egociateurs i et j dans N , nous noterons Nij l'ensemble
des coalitions S � N telles que i 2 S et j =2 S. Soit x 2 XIR un partage propos�e comme
arrangement.
On dira que i a une objection contre j et le partage x si il existe un autre partage y et

une coalition S 2 Nij telle que e(S; y) = 0 et yk > xk pour tout k 2 S. Le n�egociateur i
brandit la menace de quitter la table en pointant du doigt le n�egociateur j sur la base du
fait qu'il existe une coalition S ne contenant pas j et pouvant garantir �a ses membres (si la
menace est mise �a ex�ecution) un partage unanimement pr�ef�er�e �a celui qui est propos�e113.
Le n�egociateur j peut-il r�eagir �a cette attaque avec une certaine l�egitimit�e ? Une contre-

objection de j �a l'encontre de l'objection (S; y) formul�ee par i contre j est une paire (T; z)
o�u T 2 Nji et T \ S 6= ? et z v�eri�e e(T; z) = 0; zk � xk pour tout k 2 T et zk � yk pour
tout k 2 S \T . En d'autres termes, j contre attaque en argumentant qu'il pourrait lui aussi
quitter la table en conservant, ainsi que ses partenaires dans T , sa part x (sans son concours
car i =2 T ) et en garantissant aux membres de S qu'ils solliciteraient tous deux un traitement
au moins aussi bon que celui qui est o�ert par i dans son objection.
L'ensemble de marchandage de (N; V ) est l'ensemble B1(V ) des partages x tels que pour

toute paire de joueurs i et j, il existe une contre-objection en r�eponse �a toute objection

111Voir le chapitre 3 de Peleg et Sudh�olter (2003).
112Bargaining Set en Anglais.
113De fa�con �equivalente, on peut d�e�nir une objection par des in�egalit�es larges et une in�egalit�e stricte pour
i (Voir Peleg et Sudh�olter (2003)).
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�eventuelle de i contre x et j. Il quali�e en quelque sorte la force de dissuasion. Peleg (1963)
a d�emontr�e que d�es l'instant o�u XIR 6= ?, l'ensemble de marchandage est non vide. Une
objection de i contre j �a propos du partage x est dite justi��ee si le joueur ne peut pas contre-
objecter. Dans ce cas on note: iP (x)j. On d�e�nit ainsi une relation binaire sur l'ensemble
des joueurs N .
La structure de l'ensemble de marchandage est compliqu�ee. Maschler (1966) a d�emontr�e

que l'ensemble de marchandage peut s'exprimer comme une union �nie de poly�edres com-
pacts et convexes. Cela ne signi�e nullement qu'il soit facile de calculer en g�en�eral l'ensemble
de marchandage. Une premi�ere raison �a cel�a est que pour �ecrire ces in�egalit�es, il faut
connâ�tre les familles �equilibr�ees minimales de coalitions de n�1 joueurs. De plus, le nombre
de calculs devient vite �enorme quand le nombre de joueurs augmente. Par exemple, lorsque
n = 4, on doit en principe examiner 15012 syst�emes comportant chacun 41 in�egalit�es. En
principe seulement car certains de ces syst�emes n'ont pas de solutions ou ont des solutions
d�ej�a donn�ees par d'autres syt�emes. Mais ces simpli�cations ne sont pas faciles �a d�etecter.
On peut noter en revanche qu'il prend peu de temps pour v�eri�er qu'une imputation donn�ee
est dans l'ensemble de marchandage : il y a 197 in�egalit�es �a examiner. Notons cependant
que l'ensemble de marchandage est identi��e lorsque n = 3 et n = 4. Dans tout jeu o�u les
seules coalitions ayant de la valeur sont les coalitions de taille 1, n � 1 et n ( ce qui est
trivialement le cas lorsque n = 3), l'ensemble de marchandage co��ncide avec le coeur lorsque
celui-ci est non vide et d�eg�en�ere sur un point unique lorsque le coeur est vide. Brune (1976)
et Solimayi (2002) ont aussi montr�e que dans le cas o�u n = 4, si le coeur est non vide, alors
l'ensemble de marchandage co��ncide avec le coeur. Cette co��ncidence n'est plus valide en
g�en�eral lorsque n � 5. Signalons cependant qu'il y a co��ncidence lorsque V est convexe.
L'ensemble de marchandage d�e�ni ci-dessus est bas�e sur des objections et contre-objections

individuelles et suppose (implicitement) qu'il n'existe aucune structure pr�ealable de coali-
tions). C'est l'ensemble de marchandage que nous utiliserons dans la section 2.
Lorsqu'il existe une structure de coalitions �, les seules objections prises en consid�eration

sont celles �emanant d'un membre d'une coalition � de contre un membre appartenant �a la
même coalition. En particulier dans le cas o�u � = M [ figi2NnM , c'est �a dire le cas o�u
il existe une coalition de joueurs �a côt�e de joueurs isol�es, les seules objections sont celles
�emanant d'un joueur de M contre un joueur de M . Notons cependant que les objections et
contre-objections peuvent impliquer des joueurs hors de M .
S'agissant de l'ensemble de marchandage lui même (c'est �a dire quelle que soit la structure

de coalitions consid�er�ee), il lui est souvent reproch�e de contenir des solutions contre-intuitives.
En r�eponse �a ces critiques, plusieurs pistes peuvent être explor�ees. Notons que rien n'interdit
de revoir la d�e�nition en prenant en contre des objections et contre-objections �emanant de
coalitions. L'adaptation des deux d�e�nitions ci-dessus est su�samment claire pour ne pas
être reproduite ici (Nij est remplac�e par NST = fR � N : R � S et R \ T = ;g o�u S et T
d�esignent deux coalitions disjointes. Une objection de S contre T pour le partage x fait
intervenir une imputation y et une coalition R 2 NST et une contre-objection de T contre
S (si elle existe) fait intervenir un partage z et une coalition U 2 NTS. On d�e�nit comme
ci-dessus une relation P (x) sur les coalitions disjointes: SP (x)T o�u S\T = ? indique que S
a une objection justi��ee contre T �a l'occasion du partage x. Cette extension aux coalitions
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apparâ�t d�ej�a chez Aumann et Maschler114. Nous allons ici examiner une extension de cette
nature due �a Scho�eld ((1978), (1982), 1987)). Cette extension est utilis�ee dans la section 2
et dans l'appendice 4.
Comme Scho�eld, nous allons la pr�esenter dans le cadre d'une structure de coalitions

� = M [ figi2NnM : un partage est donc ici un vecteur x 2 RM tel que
P

i2M xi = V (M)
et xj � V (fig) 8i 2 N . Scho�eld de�nit l'ensemble de marchandage B2(M;V ) comme suit.
Tout d'abord, pour tout i 2M and toute coalition T �Mn fig, il note iP2(x)T le fait que i
a une objection justi��ee contre T et iP2(x)j le fait que i a une objection justi��ee contre une
coalition T contenant j; dans ses travaux il note P1(x) le relation binaire not�ee P (x) plus
haut. L'ensemble B2(M;V ) est l'ensemble: fx 2 X�

IR : iP2(x)j pour aucun i; j 2Mg. Par
construction l'ensemble B2(M;V ) est contenu dans l'ensemble de marchandage convention-
nel. Il s'agit donc d'une s�election possiblement pertinente. Malheureusement comme nous le
verrons dans la section 2 au travers d'exemples, il peut être vide. C'est cette derni�ere raison
qui a conduit Scho�eld �a proposer un autre ensemble de marchandage qu'il note B�(M;V ).
Pour un partage x 2 X�

IR, il d�e�nit iP�(x)j par iP (x)S avec j 2 S � Mn fig et il n'existe
pas i 2 T � Mn fjg tel que S \ T 6= ; et jP (x)T . L'ensemble B�(M;V ) est115 l'ensemble :
fx 2 X�

IR : iP�(x)j pour aucun i; j 2Mg. Par construction :

B2(M;V ) � B�(M;V ) � B1(M;V )

Dans le cas de B�(M;V ); une objection a priori justi��ee de i contre j englobant un
groupe S est annul�ee d�es l'instant o�u j a lui aussi une objection justi��ee contre i englobant
une coalition T contenant un membre de S. Scho�eld a d�emontr�e que B�(M;V ) est non vide.
Nous verrons dans la section 2 et l'appendice 4 que B�(M;V ) peut être un sous-ensemble
propre de B1(M;V ) et exclure, ce faisant, des imputations contre-intuitives dans B1(M;V ).
Ces d�eveloppements n'�epuisent pas le sujet car d'autres d�e�nitions de la notion de contre-

objection peuvent etre envisag�ees. Scho�eld lui-même sugg�ere une version forte de le la
contre-objection, �a la fois pour B1(M;V ) et B2(M;V ), en demandant que toutes les in�egalit�es
concernant S \ T soient strictes. Ce faisant, il devient plus di�cile de formuler une contre-
objection et le nouvel ensemble de marchandage est en cons�equence plus petit. L'ensemble
de marchandage de Mas-Colell (1989) proc�ede de la même veine. Il d�e�nit les objections et
les contre-objections en consid�erant des in�egalit�es larges avec une in�egalit�e stricte au moins
(sans demander cependant que l'in�egalit�e stricte s'applique �a l'un des joueurs de S \ T ). Il
devient plus di�cile de formuler des contre-objections mais l'ensemble de marchandage de
Mas-Colell est cependant non vide sous des conditions assez faibles de sur-additivit�e (Vohra
(1991)).
Une derni�ere suggestion fort interessante et (�a notre connaissance) encore assez peu

�etudi�ee est due �a Zhou (1994). Zhou d�e�nit une objection �a la structure de coalition �
et au partage x 2 X�

IR comme une combinaison (y; S) telle que
P

i2S yi � V (S) et yi > xi
pour tout i 2 S. Dans cette d�e�nition, il n'est pas dit que l'objection �emane d'un individu
ou même d'un sous-groupe particulier de S : tous les membres de S sont en quelque sorte

114On pourra aussi consulter Owen (2001).
115Modulo la fermeture "topologique" de certains ensembles.
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solidaires dans la formulation de l'objection. Par ailleurs, on part ici d'une structure de coali-
tion quelconque et la structure de coalition devient elle même une inconnue du probl�eme. Il
d�e�nit une contre-objection �a l'objection (y; S) par une paire (z; T ) telle que :X

i2T
zi � V (S)

TnS 6= ?; SnT 6= ? et S \ T 6= ?
zk � xk pour tout k 2 TnS et zk � yk pour tout k 2 SnT

La contre-objection �emane d'un groupe qui se sent attaqu�e par l'objection de S. Attaqu�e
dans quel sens ? La seconde condition implique que la contre-objection ne peut pas �emaner:
(1) d'un groupe contenant tous les membres de S, ou (2) d'un groupe contenu dans S ou (3)
d'un groupe ne comportant aucun membre de S. Une objection est justi��ee si elle ne fait
l'objet d'aucune contre-objection. Zhou insiste �a juste titre sur l'importance de la seconde
condition. Une paire (�; x) o�u x 2 X�

IR est dans l'ensemble de marchandage s'il n'existe
aucune objection justi��ee contre x. Zhou d�emontre que son ensemble de marchandage est
toujours non vide.
Il insiste sur plusieurs aspects de son concept d'ensemble de marchandage. Contraire-

ment �a l'ensemble de marchandage conventionnel, la structure de coalition n'est pas �x�ee :
certaines structures de coalition peuvent être �ecart�ees par la logique du marchandage. On
note tout d'abord que les partages dans l'ensemble de marchandage sont individuellement
rationnels et ont de bonnes propri�et�es d'e�cacit�e. En fait lorsque le jeu est suradditif la
seule structure de coalition concevable est la grande coalition.
Par ailleurs, il �ecarte un aspect strat�egique de la d�e�nition conventionnelle d�ecoulant du

ciblage dans la d�e�nition d'une objection. L'exemple suivant adapt�e116 de l'exemple 3.1. de
Zhou illustre la di��erence. Supposons N = f1; 2; 3; 4g et :

V (S) =

8>>>>>><>>>>>>:

1 si jSj = 1
3:2 si S = f2; 3g ; f2; 4g ; f3; 4g
2 si S = f1; 2g ; f1; 3g ; f1; 4g

4:2 si S = f1; 2; 3g ; f1; 2; 4g ; f1; 3; 4g
4:3 si S = f2; 3; 4g
6 si S = f1; 2; 3; 4g

Le partage x = (1:5; 1:5; 1:5; 1:5) n'est pas dans l'ensemble de marchandage conventionnel117.
Le joueur 2 trouve que le joueur 1 est trop bien servi et objecte via la paire f2; 3g. Il pourrait
le faire via la paire f2; 4g. Dans les deux cas, il peut trouver un vecteur y tel que y2 > 1:5
et yi � 1:5 pour i = 3 ou i = 4 et y2 + yi � 3:2: (En revanche, 2 ne peut pas objecter
contre x en faisant intervenir �a la fois 3 et 4 car 4:5 < 4:3.) Cette objection est justi��ee
car 1 n'a aucune contre-objection. Puisqu'il doit pr�etendre pouvoir s'assurer 1.5, il ne peut
s'allier avec 3 ou 4 (2 < 3) et il ne peut s'allier avec 3 et 4 car 4:2 < 4:5. En revanche, x
est dans l'ensemble de marchandage de Zhou. En e�et une objection �a x ne peut venir que

116Contrairement �a Zhou, je jeu dans notre example est sur-additif.
117Pour � = fNg ; tout partage x dans l'ensemble de marchandage conventionnel v�eri�e: x1 = 1.
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f2; 3g ; f2; 4g ou f3; 4g. Consid�erons le premier cas. Dans ce cas quel que soit le vecteur
y, soit 2, soit 3 aura au plus 2.7. Supposons que ce soit 2. En s'associant avec 2, 4 peut
proposer le partage z avec z2 = 2:7 et z4 = 2:5. L'objection (y; f2; 3g) n'est donc pas jus-
ti��ee ! dans cet exemple on mesure bien la di��erence entre les di��erentes d�e�nitions d'une
contre-objection. Chez Zhou, tous les joueurs qui ne sont pas dans la coalition formulant
l'objection sont a priori concern�es et en position de formuler une contre-objection. Aucun
joueur n'est cibl�e en particulier qui obligerait ce joueur �a faire necessairement partie de la
coalition formulant la contre-objection.
Un autre point important sur lequel insiste Zhou est le fait que la coalition T portant

la contre-objection doit avoir une intersection non vide avec la coalition S qui objecte.
Consid�erons l'exemple N = f1; 2; 3; 4; 5g et :

V (S) =

8<:
1 si jSj = 1

4:1 si S = f1; 2g ; f3; 4g ; f4; 5g ; f3; 5g
10 si S = f1; 2; 3; 4; 5g

et V (S) d�e�ni par enveloppe suradditive118 pour les cas restants. Pour ce qui concerne
l'ensemble de marchandage de Zhou, tout partage x donnant moins de 4:1 au total �a la
coalition f1; 2g fera l'objet d'une objection justi��ee par f1; 2g. En e�et toute coalition T
comprenant au moins 1 ou 2 ne pourra pas formuler une contre-objection. En revanche,
l'ensemble de marchandage conventionnel pour la structure de coalition � = fNg contient
de nombreux partages qui violent cette condition : par exemple le partage �egalitaire x =
(2; 2; 2; 2; 2) fait partie de cet ensemble. Les objections ne peuvent venir que de paires.
Clairement, 1 n'a aucune objection justi��ee contre 2. Et toute objection contre l'un des
autres joueurs ne peut �emaner que de la coalition f1; 2g. Il est imm�ediat qu'elle peut faire
l'objet d'une contre-objection par une coalition ne contenant ni 1 ni 2. Le même raisonnement
s'applique �a 2. Consid�erons maintenant le joueur 3. Il ne peut formuler une objection qu'avec
4 ou 5 (mais pas les deux ensemble). Supposons qu'il objecte avec 4. Dans ce cas, le joueur
5 peut d�ebaucher 4 (4 a au plus 2:1� � avec � > 0) en luis proposant 2:1� �

2
.

D'autres conceptions alternatives de l'ensemble de marchandage ont �et�e propos�ees par
exemple par Dutta, Ray, Sengupta and Vohra (1989) et Grennberg (1990). A notre con-
naissance, �a l'exception du cas convexe, il existe peu de travaux proposant un calcul de
ces ensembles. Même la classe des jeux simples reste largement inexplor�ee. On peut citer
cependant Einy et Wettstein (1996) qui �etudient l'�equivalence de ces ensembles avec le coeur
dans le cas de jeux simples avec des joueurs diposant d'un pouvoir de veto c'est �a dire les
jeux simples ayant un coeur non vide.

7.1.4 Le Noyau

L'ensemble de marchandage contient en g�en�eral une multiplicit�e de partages et l'attention
s'est tourn�ee vers celui (ou ceux) qui pouvai(en)t dans ce vaste espace de n�egociation servir

118L'enveloppe suradditive d'un jeu V est le jeu eV d�e�ni par eV (S) = Sup
�2�(S)

P
T2� V (T ) pour tout S � N

o�u � (S) d�esigne l'ensemble des partitions de S.
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de, ou être comme consid�er�e(s) comme, des points focaux. Au nombre de ceux-ci �gure en
bonne place le noyau introduit par Davis and Maschler (1963). Le noyau119 du jeu V est
l'ensemble K(V ) des partages x tels que pour tout i; j 2 N :

sij(x) � max
S2Nij

e(S; x) > sji(x) � max
S2Nji

e(S; x) implique xj = V (fjg)

Cette d�e�nition indique clairement qu'un partage fait partie du noyau d�es l'instant (sous
r�eserve que l'on ne bute pas sur les contraintes de rationalit�e individuelle) o�u pour chaque
paire possible de n�egociateurs, les plaintes maximales qu'ils peuvent formuler l'un contre
l'autre s'�equilibrent. Le noyau est un sous-ensemble non vide de l'ensemble de marchandage.
Cette solution introduit dans le champ des n�egociations acceptables des consid�erations
d'�egalit�e mais d'une nature di��erente de celles qui ont pr�evalu pour le nucl�eole. En fait,
pas si �eloign�ees que cela, car le nucl�eole appartient au noyau et s'identi�e donc �a lui lorsque
ce dernier d�eg�en�ere sur un seul partage.
Le noyau a �egalement une structure compliqu�ee. Il peut aussi être exprim�e comme l'union

�nie de polytopes et son calcul est compliqu�e. Aumann, Peleg et Rabinowitz (1965) o�rent
cependant de nombreux r�esultats concernant le calcul du noyau dans le cas des jeux simples
d�e�nis ci-apr�es. Ces calculs ont permis �a Maschler et Peleg (1966,1967) d'analyser plus en
profondeur le noyau et de r�eduire consid�erablement le syst�eme d'in�egalit�es n�ecessaires pour
calculer le noyau.
Kopelowitz (1967) a utilis�e ces r�esultats pour d�eterminer le noyau de tous les jeux ma-

joritaires pond�er�es de somme constante avec 7 joueurs ou moins. On a des exemples de jeux
o�u le noyau est l'union de plusieurs polytopes parfois disjoints.

Nous avons mentionn�e ci-dessus que dans le cas o�u n = 3, si le jeu est faiblement surad-
ditif mais non �equilibr�e (donc avec un coeur vide), l'ensemble de marchandage consiste en
un seul vecteur qui est aussi ici le noyau et le nucl�eole du jeu. Les formules d�ecrivant le
nucl�eole/noyau ont �et�e (re)d�ecouvertes par de nombreux auteurs dont Davis et Maschler
(1965) et Legros (1981). On d�emontre qu'il y a 5 r�egimes possibles. Pour exprimer le
nucl�eole, on suppose que V a �et�e au pr�ealable normalis�ee120 et que (apr�es permutation des
joueurs, si n�ecessaire) V (f1; 2; 3g) � V (f1; 2g) � V (f1; 3g) � V (f2; 3g). Les 5 classes et
les nucl�eoles attach�es �a ces classes sont les suivants :
Classe 1 : V (f1; 2g) � 1

3
V (N )

Nui (N ; V ) =

8><>:
V (N )
3

si i = 1;
V (N )
3

si i = 2;
V (N )
3

si i = 3:

119Kernel en Anglais.
120Comme la plupart des solutions, le nucl�eole v�eri�e la propri�et�e suivante. Soient V un jeu quelconque
et W un jeu additif. Alors, Nu(V +W ) = Nu(V ) + Nu(W ). En revanche, contrairement �a la valeur de
Shapley, cette formule n'est pas vraie (en g�en�eral) lorsque W est quelconque.
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Classe 2 : 1
3
V (f1; 2g) + 2

3
V (f1; 3g) � 1

3
V (N ) � V (f1; 2g)

Nui (N ; V ) =

8><>:
V (N )+V (f1;2g)

4
si i = 1;

V (N )+V (f1;2g)
4

si i = 2;
V (N )�V (f1;2g)

2
si i = 3:

Classe 3 : 1
3
V (f1; 2g) + 2

3
V (f2; 3g) � 1

3
V (N ) � 1

3
V (f1; 2g) + 2

3
V (f1; 3g)

Nui (N ; V ) =

8><>:
V (f1;2g)+V (f1;3g)

2
si i = 1;

V (N )�V (f1;3g)
2

si i = 2;
V (N )�V (f1;2g)

2
si i = 3:

Classe 4 : 2
3
(V (f1; 3g) + V (f2; 3g))� 1

3
V (f1; 2g) � 1

3
V (N ) � 1

3
V (f1; 2g)+ 2

3
V (f2; 3g)

Nui (N ; V ) =

8><>:
V (N )+V (f1;2g)

4
+ V (f1;3g)�V (f2;3g)

2
si i = 1;

V (N )+V (f1;2g)
4

+ V (f2;3g)�V (f1;3g)
2

si i = 2;
V (N )�V (f1;2g)

2
si i = 3:

Classe 5 : 1
3
V (N ) � 2

3
(V (f1; 3g) + V (f2; 3g))� 1

3
V (f1; 2g)

Nui (N ; V ) =

8><>:
V (N )+V (f1;2g)+V (f1;3g)�2V (f2;3g)

3
si i = 1;

V (N )+V (f1;2g)+V (f2;3g)�2V (f1;3g)
3

si i = 2;
V (N )+V (f1;3g)+V (f2;3g)�2V (f1;2g)

3
si i = 3:

On v�eri�era que le jeu est non vide dans les classes 1, 2, 3 et 4.

7.1.5 La Valeur de Shapley

Il y a plusieurs fa�cons de pr�esenter la valeur de Shapley. Une "histoire" famili�ere (il s'agit en
e�et plus d'une image que d'un v�eritable protocole de n�egociation) �a l'appui de cette solution
est la suivante. Imaginons que selon un ordre �etabli, les n�egociateurs entrent �a tour de rôle
dans la salle des n�egociations et obtiennent comme part dans le partage l'accroissement
de valeur qui r�esulte de leur entr�ee. Consid�erons le joueur i 2 N . Formellement, si la
coalition des joueurs entr�es avant lui est l'ensemble S, la part qui lui sera allou�ee sera �egale
�a V (S [ fig) � V (S). Naturellement, la part re�cue par i d�epend de sa place dans l'ordre
d'arriv�ee : parfois il peut être pr�ef�erable d'arrriver tôt et d'autres fois, il faut mieux arriver
tardivement. Pour neutraliser cet e�et, on peut songer �a tirer au sort l'ordre d'entr�ee. La
valeur de Shapley est la moyenne des vecteurs des partage construits selon le principe d�ecrit
ci-dessus.
La valeur de Shapley Sh (V ) (Shapley (1953)) du jeu V est donc le vecteur Sh (V ) d�e�ni

comme suit :

Shi (V ) =
X

S�Nnfig

jSj! (jN j � jSj � 1)!
jN j! (V (S [ fig)� V (S)) :
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Les propri�et�es de la valeur de Shapley sont bien connues ainsi que ses multiples in-
terpr�etations et variantes. On notera en particulier pour la suite que cette solution est
lin�eaire, c'est �a dire que si (N ; V ) et (N ; V 0) sont deux jeux coop�eratifs avec le même en-
semble de joueurs et si � 2 [0; 1] : Sh (�V + (1� �)V 0) = �Sh (V ) + (1� �)Sh (V 0).
Il existe bien d'autres fa�cons de pr�esenter et justi�er la valeur de Shapley comme �etant une

solution de partage �equitable. On trouve par exemple chez Myerson (1980) l'id�ee remarquable
suivante. Consid�erons une coalition de r�ef�erence quelconque S � N et consid�erons une
solution � de partage de V (S) qui sp�eci�e aussi ce qu'il advient du partage dans le cas d'une
d�efection de certains membres de S. Imposons �a la n�egociation la condition suivante :

Pour tout i; j 2 S : �i (S)� �i (Sn fjg) = �j (S)� �j (Sn fig) ;

c'est-�a-dire que, pour toute paire de n�egociateurs fi; jg � S, le coût impos�e �a i par la
d�efection de j est �egal au coût impos�e �a j par la d�efection de i. Il y a une id�ee d'�egalit�e
voisine de celle utilis�ee dans la d�e�nition du noyau mais cette fois l'�egalit�e est appliqu�ee
aux coûts de d�efections, alors que dans le cas du noyau elle �etait appliqu�ee aux plaintes
maximales. Myerson a d�emontr�e que la solution de Shapley est l'unique solution satisfaisant
cette propri�et�e121.

7.2 Appendice 2 : Jeux Simples122 : D�e�nitions, Repr�esentation,

Enum�eration et Solutions

7.2.1 De�nitions

Un jeu simple est une paire G = (N;W) o�u N = f1; : : : ; ng avec n � 2 est un ensemble �ni
de joueurs et W est un ensemble de sous-ensembles de N satisaisant : N 2 W ; ? =2 W et
la propri�et�e de monotonicit�e S � T � N et S 2 W ) T 2 W : Les coalitions de W sont
appel�ees coalitions gagnantes.
Le jeu simple G est propre si S 2 W ) NnS =2 W .
Il est fort si S =2 W ) NnS 2 W .
Il est de somme constante (auto-dual123 ou d�ecisif) s'il est propre et fort124.

A chaque jeu simple G; on attache un jeu coop�eratif TU monotone (N; VG) o�u :

V (S) =

�
1 si S 2 W
0 sinon

:

Remarquons que (N; VG) est suradditif ssi G est de somme constante.

121Voir Osborne et Rubinstein (1994) pour une pr�esentation de toutes les solutions, y compris la valeur de
Shapley, en termes d'objections et contre-objections.
122Voir Von Neumann et Morgenstern (1944), Shapley (1962) et Taylor et Zwicker (1999).
123Le dual de (N;W) est le jeu simple (N;B) o�u S 2 B ssi NnS =2 W. Les coalitions dans la famille B sont
appel�ees coalitions bloquantes.
124Certains auteurs utilisent le term fort (strong) pour �a somme constante.
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Au nombre des jeux simples �gurent en bonne place les jeux majoritaires pond�er�es (en
particulier le jeu majoritaire ordinaire). Un jeu simple G est un jeu majoritaire pond�er�e s'il
existe un vecteur de poids (w1; :::; wn) 2 Rn+ et un quota q > 0 tels que :

S 2 W ssi
X
i2S
wi � q

On dit alors que [q; w1; :::; wn] est une repr�esentation de G. Elle est dite normalis�ee siPn
i=1wi = 1 et int�egrale si les poids wi sont des nombres entiers.

Si q >
P
i2N wi
2

, le jeu G est propre.

Lorsque les poids wi sont des entiers, le quota
lP

i2N wi
2

m
o�u dxe d�esigne le premier entier

strictement sup�erieur �a x d�esigne le quota majoritaire et le jeu simple associ�e est appel�e le
jeu majoritaire ordinaire. Si

P
i2N wi est impair, le jeu majoritaire ordinaire W est fort.

Lorsque
P

i2N wi est pair, ce n'est plus n�ecessairement le cas. Lorsqu'une telle situation se
pr�esente125, un second jeu est utilis�e pour d�epartager les ex aequo, par exemple, l'un des
joueurs peut être utilis�e comme \tie breaker". Dans le cas o�u tous les poids sont �egaux �a 1
et q =

�
n
2

�
, on obtient le jeu majoritaire sym�etrique126. Si n est impair, le jeu majoritaire

sym�etrique est fort.
Un joueur dispose d'un pouvoir de veto dans G si pour tout S � N : i =2 S ) S =2 W127.
Un jour i est fantôme dans G si pour tout S 2 W : i 2 S ) Sn fig 2 W .
Le jeu G est dictatorial si 9i 2 N tel que fig 2 W .

D�esirabilit�e : Pour toutes coalitions i; j 2 N , i est au moins aussi d�esirable que j, not�e
i � j, si pour tout T � Nn fi; jg T [ fjg 2 W ) T [ fig 2 W . Cette relation binaire est
transitive mais n'est pas toujours compl�ete.
Un jeu simple dont la relation de d�esirabilit�e � est compl�ete est dit complet ou lin�eaire.
Il est dit dirig�e s'il est lin�eaire et si l'ordre128 de d�esirabilit�e des joueurs est l'ordre naturel.
Dans le cas d'un jeu majoritaire pond�er�e, on remarque que si !i � !j, alors i est au

moins aussi d�esirable que j.
Cette relation de d�esirabilit�e a �et�e �etendue aux coalitions (voir par exemple Einy (1985))

sous la forme suivante : pour toutes coalitions S; S 0, on dit que S est au moins aussi d�esirable
que S 0, ce qui est not�e S � S 0, si pour tout T � Nn fS [ S 0g, T [ S 0 2 W ) T [ S 2 W .

7.2.2 Repr�esentation et Enum�eration

Un jeu simple pond�er�e admet de multiples repr�esentations.
Un jeu majoritaire pond�er�e est homog�ene s'il admet une repr�esentation dont le vecteur

de poids ! v�eri�e
P

i2S !i =
P

i2T !i pour tout S; T 2 Wm o�u Wm d�esigne l'ensemble des

125C'est par exemple la cas du coll�ege �electoral am�ericain de 2008 avec n = 51 et des poids wi tels queP
i2N wi = 538 et donc

lP
i2N wi
2

m
= 270. En cas d'�egalit�e (269 votes pour chacun des deux candidats),

c'est la chambre des repr�esentants (qui comprend 435 membres) qui �elit le pr�esident.
126Le jeu simple (N;W) est sym�etrique si S 2 W et jSj = jT j ) T 2 W.
127Ou de fa�con �equivalente: fig 2 B.
128L'ordre n'est pas strict en g�en�eral.
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coalitions gagnantes minimales; une telle repr�esentation est appel�ee repr�esentation homog�ene.
En pareil cas le quota peut être choisi �egal �a Min

S2Wm

!(S). Une repr�esentation int�egrale ! est

minimale s'il n'existe pas une autre repr�esentation int�egrale !0 telle que !0 � !. Si une
repr�esentation int�egrale ! v�eri�e ! � !0 pour toute repr�esentation int�egrale !0 du jeu,
alors elle est appel�ee la repr�esentation int�egrale minimum. L'existence et la nature d'une
repr�esentation int�egrale mininum ont attir�e une attention non n�egligeable. Nous indiquerons
dans la sosu-section suivante de l'appendice 2 quelques relations int�eressantes entre le nucl�eole
d'un jeu majoritaire pond�er�e et ses repr�esentations.

S'agissant de l'�enum�eration, Krohn et Sudh�olter (1995) d�emontrent en particulier que si
G est un jeu majoritaire de somme constante et si n � 8, alors LC(N; VG) = Nu(N; VG) qui
co��ncide avec l'unique (il s'agit donc de la repr�esentation int�egrale minimum) repr�esentation
int�egrale de (N;W). Pour n = 9, le r�esultat reste vrai �a l'exception de 14 jeux qui ont deux
repr�esentations minimales; elles ne di��erent que sur un type de joueurs. Dans 12 de ces jeux,
les deux repr�esentations sont les points extr�emaux du moindre coeur et le nucl�eole est leur
moyenne. Dans les deux cas restants, aucune repr�esentation normalis�ee n'est contenue dans
le moindre coeur bien que ce dernier soit un singleton (cô�ncidant donc avec le nucl�eole).
Freixas, Molinero et Roura (2007) ont montr�e que ces 14 jeux ont une unique repr�esentation
int�egrale minimale sym�etrique129; ils montrent aussi que ceci n'est plus vrai lorsque n = 10.
S'il n'est pas impos�e au jeu d'être de somme constante, Freixas et Molinero (2009) ont

montr�e que tous les jeux majoritaires pond�er�es ont une repr�esentation int�egrale minimum
lorsque n � 7. Lorsque n = 8, il y a 154 jeux majoritaires sans repr�esentation int�egrale
minimum mais tous ont une repr�esentation int�egrale minimum sym�etrique. Freixas et Mo-
linero (2010) donnent des exemples de jeux simples majoritaires avec n = 9 n'ayant pas de
repr�esentation int�egrale sym�etrique minimum.

L'�enum�eration des jeux simples ou de certaines classes de jeux simples comme les jeux
majoritaires pond�er�es est importante puisqu'elle renseigne sur le nombre de cas de �gure
auxquels l'explorateur peut être confront�e. Les jeux simples de somme constante ont �et�e
�enum�er�es par von Neumann et Morgenstern (1944) pour n � 5 et Gurk et Isbell (1959) pour
n = 6. Isbell (1959) contient la liste des 135 jeux majoritaires pond�er�es de somme constante
pour n � 7 avec leur representation int�egrale minimum; 38 de ces jeux sont homog�enes La
Table ?? ci-dessous est emprunt�ee �a Krohn et Sudh�olter (1995), �a l'exception du nombre de
jeux dirig�es et du nombre de jeux majoritaires pour n = 9 qui sont extraits de Kurz (2012).
Notons que Krohn and Sudh�olter ne suppposent pas que ? =2 W , N 2 W ou que le jeu est
propre.

n 1 2 3 4 5 6 7 8 9
# jeux dirig�es 3 5 1 27 119 1173 44315 161175190 284432730176
# jeux majoritaires 3 5 10 27 119 1113 29375 2730166 989913346
# jeux dirig�es �a somme constante 1 1 2 3 7 21 135 2470 319124
# jeux majoritaires �a somme constante 1 1 2 3 7 21 135 2470 175428

129Une repr�esentation est sym�etrique si !i = !j d�es l'instant o�u i � j.
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L'�enum�eration de tous les jeux simples (incluant les cas extrêmes V (?) = 1 et V (N) = 0)
est connue comme �etant le probl�eme de Dedekind. La table ci-dessous reproduit l'�enum�eration
pour n � 6.

n 1 2 3 4 5 6
# jeux simples 3 6 20 168 7581 7828354

L'�enum�eration des jeux simples de somme constante est reproduite dans la table ci-
dessous extraite de Loeb et Conway (2000) pour n � 8.

n 1 2 3 4 5 6 7 8
# jeux de somme constante 1 2 4 12 81 2646 1422564 229809982112

Les �enum�erations des deux derni�eres tables comptent des jeux qui sont isomorphiques.
En se limitant aux classes d'�equivalence, on obtient les chi�res report�es dans le tableau
ci-dessous pour n � 7:

n 1 2 3 4 5 6 7
# classes d'�equivalence de jeux �a somme constante 1 1 2 3 7 30 716

7.2.3 Solutions

Dans cet appendice, nous allons examiner dans le contexte des jeux simples les concepts de
solutions discut�es dans l'appendice 1.

Dans le cas d'un jeu majoritaire pond�er�e de somme constante G, une imputation x est
une repr�esentation normalis�ee de G ssi q(x) := Min

S2Wm

x(S) > 1
2
.

Peleg (1968) a d�emontr�e que toute imputation du moindre coeur d'un jeu majoritaire
pond�er�e de somme constante est une repr�esentation normalis�ee de G; il d�emontre aussi que
si G est homog�ene, alors le nucl�eole est l'unique repr�esentation normalis�ee homog�ene de G
qui assigne un poids nul aux joueurs fantômes. Le nucl�eole est un vecteur �a coordonn�ees
rationnelles i.e. il peut être �ecrit sous la forme x� (G) = !�

!�(N) o�u les coordonn�ees !
�
i pour

tout i 2 N sont enti�eres et ont un diviseur commun �egal �a 1. Peleg prouve que si G est un
jeu majoritaire de somme constante alors !� est une repr�esentation int�egrale minimale ssi
!� (N) = 2q (!�)� 1; si de plus le jeu est homog�ene, alors !� est la repr�esentation int�egrale
minimum. Ostman (1987) a montr�e que tout jeu majoritaire homog�ene (pas n�ecessairement
fort) admet une repr�esentation int�egrale minimum et que cette repr�esentation est homog�ene.
Ces r�esultats mettent l'accent sur la relation entre le nucl�eole (et le moindre coeur) d'un

jeu majoritaire pond�er�e et les repr�esentations de ce jeu. Il est important de signaler que
le nucl�eole n'est pas n�ecessairement une repr�esentation du jeu si le jeu n'est pas �a somme
constante. Dans le cas des jeux �a somme constante, si le jeu n'est pas homog�ene, !� n'est
pas n�ecessairement une repr�esentation int�egrale minimale. Peleg (1968) a montr�e que !�
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n'est pas une repr�esentation int�egrale minimale d'un jeu qui apparâ�t dans Isbell (1959) avec
n = 12 et qui comporte deux repr�esentations int�egrales minimales. Isbell (1969) d�ecrit un
jeu avec n = 19 et une repr�esentation int�egrale minimum ! telle que !� 6= !.

Le calcul de la valeur de Shapley dans le contexte des jeux simples a donn�e lieu �a une
tr�es abondante litt�erature. Etant donn�e un jeu simple G et un joueur i 2 N , on dira qu'une
coalition S telle que i =2 S est un \swing" pour le joueur i si S =2 W et S [fig 2 W . Dans le
cas o�u un joueur compte �a son actif de nombreux \swings", on peut l�egitimement conclure
qu'il est in
uent dans le contexte de ce jeu simple. Le nombre de \swings" du joueur i not�e
�i (W) rapport�e au nombre total de coalitions ne contenant pas le joueur i d�e�nit ce que l'on
appelle le pouvoir de Banzhaf130 du joueur i dans le jeu simple G. Dans le texte, il est not�e
Bi(G): Par cons�equent:

Bi(G) =
�i (W)
2n�1

Le pouvoir de Shapley-Shubik du joueur i dans le jeu simple G est sa valeur de Shapley
dans le jeu simple (N; VG) attach�e �a G. Il peut aussi s'�ecrire :X

S:S est un swing pour i

jSj jNnS [ figj
n!

Il est facile de voir que le coeur d'un jeu simple est non vide ssi le jeu comporte des
joueurs ayant un pouvoir de veto. Comme nous l'avons d�ej�a signal�e dans l'appendice 1, le
calcul du noyau des jeux simples avec un nombre raisonnable de joeurs a �et�e e�ectu�e par
plusieurs auteurs. En revanche �a notre connaissance, peu de r�esultats existent sur l'ensemble
de marchandage des jeux simples �a l'exception de Einy et Wettstein (1996) qui �enoncent que
si un jeu comporte des joueurs ayant un pouvoir de veto alors le coeur co��ncide avec l'ensemble
de marchandage.

7.2.4 Jeux de Vote et Th�eor�eme de Nakamura

Etant donn�e un jeu simple G = (N;W), un ensemble X d'alternatives et un pro�l u =
(u1; :::; un) de fonctions d'utilit�e sur X telles que ui(x) � 0 pour tout i 2 N et tout x 2 X,
on d�e�nit un jeu coop�eratif NTU (N; VG;u) de la fa�con suivante :

VG;u(S) =

� �
u 2 RS : 9x 2 X tel que pour tout i 2 S, ui � ui (x)

	
si S 2 W

RS� si S =2 W

Lorsque X est le simplexe unitaire de dimension n, et ui(x) = xi, on obtient un jeu simple
TU. Mais en g�en�eral, il n'existe pas de num�eraire pour proc�eder aux transferts d'utilit�e entre
joueurs et le jeu est NTU. En revanche, il a en commun avec les jeux simples TU de classer
les coalitions en deux groupes. D'un côt�e, celles qui sont gagnantes et qui peuvent de ce fait
assurer n'importe quel pro�l d'utilit�es �a ses membres sous r�eserve qu'ils se mettent d'accord

130Qui se distingue du pouvoir de Shapley-Shubik (1954).
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sur une alternative. D'un autre côt�e, celles qui sont perdantes et qui n'ont aucun pouvoir
: formellement cette absence de pouvoir est d�ecrite par le fait que le seul vecteur d'utilit�es
qu'elles peuvent garantir est le pire des vecteurs envisageables. Ce formalisme d�ecrit tout
simplement la situation o�u sous r�eserve d'une entente au sein de la coalition, les coalitions
gagnantes peuvent imposer leur choix. Nous appellerons jeu de vote un jeu NTU construit �a
partir d'un jeu simple comme ci-dessus. Nous dirons que c'est un jeu de vote �ni lorsque X
est un ensemble �ni et un jeu de vote spatial lorsque X est un sous-ensemble convexe d'un
espace Euclidien131.

Nous allons nous limiter ici �a l'�enonc�e de quelques r�esultats sur le coeur de ces jeux de
vote. Le principal r�esultat est du �a Nakamura (1979). Pour l'�enoncer, nous avons besoin de
la notion suivante. Le nombre de Nakamura du jeu G, not�e � (G) est le nombre entier d�e�ni
de la facon suivante :

� (G) =

(
Min jFj

F�W:\S2FS=?
si 9F � W tel que \S2F S = ?

+1 si \S2F S 6= ?

Le nombre de Nakamura est in�ni ssi le jeu G comporte des joueurs ayant un pouvoir de
veto.
Le th�eor�eme de Nakamura �enonce que si X est �ni alors le coeur du jeu de vote �ni

((N; VG;u) est non vide pour tout pro�l de fonctions d'utilit�e ssi jXj � � (G) � 1. Nous
attirons l'attention sur le fait que ce th�eor�eme �enonce une condition n�ecessaire et su�sante
sur la taille de l'ensemble des alternatives pour que le coeur du jeu soit non vide quel que
soit le pro�l de fonctions d'utilit�e. Autrement dit, il se peut que pour certains pro�ls u, le
coeur du jeu (N; VG;u) soit non vide alors que jXj � � (G). Lorsque X est un sous-ensemble
compact et convexe d'int�erieur non vide dans l'espace Eucidien Rm, on obtient le r�esultat
remarquable suivant dû �a Greenberg (1979) : le coeur du jeu de vote spatial ((N; VG;u) est
non vide pour tout pro�l de fonctions d'utilit�e continues et quasi-concaves ssi m � � (G)�2.

Pour �etudier les implications du coeur en mati�ere d'accords coop�eratifs, il faut donc savoir
calculer le nombre de Nakamura � (G) du jeu de vote G. Pour tout jeu propre, � (G) � 3. En
toute g�en�eralit�e, ce calcul est di�cile comme l'ont montr�e Bartholdi, Narasimhan et Tovey
(1991). On sait cependant le calculer dans certains cas d'�ecole. Par exemple, lorsque G est

le jeu majoritaire pond�er�e [q; 1; 1; :::; 1] avec n
2
< q < n, � (G) =

l
n
n�q

m
.132 On en d�eduit que

� (G) = 3 pour le jeu majoritaire ordinaire d�es l'instant o�u n 6= 4. Par ailleurs, pour tout
jeu G de somme constante: � (G) = 3.

131Pour un expos�e th�eorique du mod�ele spatial, on consultera Austen-Smith et Banks (1999,2005), Ordesh-
hok (1986) et Scho�eld (2008). Pour une pr�esentation plus empirique et statistique du mod�ele spatial et de
son utilisation, on consultera Poole (2005) et Poole et Rosenthal (2008). Pour une approche tr�es g�eom�etrique
des concepts de base, notamment des notions d'hyperplan (ligne) m�edian(e) et leurs utilisations, on pourra
lire Feld, Grofman et Miller (1989).
132Lorsque q � n

2 , le jeu n'est pas propre et lorsque q = n c'est �a dire lorsque l'unanimit�e est requise alors
tous les joueurs ont un pouvoir de veto et donc �(G) = +1.
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On en d�eduit que dans le cas d'un jeu majoritaire pond�er�e de somme constante G, le
coeur est toujours non vide ssi le nombre d'alternatives est au plus 2 dans le cas �ni et si la
dimension de l'espace est au plus 1 dans le cas euclidien. Donc dans le cas du mod�ele spatial,
il n'y a aucune garantie que le coeur soit non vide �a l'exception du cas unidimensionnel pour
lequel il est bien connu que l'alternative pr�ef�er�ee du joueur m�edian appartient au coeur.
Notons au passage que dans le cas du simplexe d�ecrivant les allocations de portefeuille, la
dimension est n � 1. Par cons�equent, le coeur sera non vide ssi n � 1 � � (G) � 2 = 1 et
donc si n � 2 !
Dans le cas du jeu majoritaire ordinaire, la situation est en fait nettement plus grave. En

e�et, dans ce cas, le coeur peut certes parfois être non vide mais cela se produit exclusivement
dans des situations de symm�etrie tr�es restrictives identi��ees par Plott (1967). On en d�eduit
que d�es que m � 2, le coeur du jeu majoritaire ordinaire est g�en�eriquement vide : dans tout
voisinage d'un pro�l de fonctions d'utilit�e pour lequel le coeur est non vide, on peut trouver
un pro�l pour lequel il est vide. Pour un jeu quelconque, ceci n'est plus vrai et pour tout
jeu G, on a chercher �a d�eterminer la plus grande dimension m; not�ee �(G), pour lequel le
coeur du jeu induit par G n'est pas g�en�eriquement vide. On trouvera un expos�e complet
des principaux r�esultats de la litt�erature sur ce sujet dans Austen-Smith et Banks (1999) et
Scho�eld (2008). Par exemple, pour tout jeu G tel que � (G) 6=1, on sait que �(G) � 2n�3.
Dans le cas du jeu majoritaire pond�er�e [q; 1; 1; :::; 1], on sait que �(G) < (n�q+1)(q�1)

n�q . Ces

bornes sont loin de la valeur de la vraie valeur de �(G). Saari (1997) a d�emontr�e par exemple
que si n � 5, pour tout jeuG tel que � (G) 6=1, �(G) < 3n�9

2
et dans le cas du jeu majoritaire

pond�er�e [q; 1; 1; :::; 1], �(G) < 2q � n+max(0; 4q�3n�1
2(n�q) ).

La question de la vacuit�e du coeur a conduit de nombreux auteurs �a explorer des ensem-
bles alternatifs �a la fois "institution-free" et non vides dans des conditions tr�es g�en�erales.
Au nombre de ceux-ci, on peut citer l'ensemble d�ecouvert (Mc Kelvey (1986)), les solutions
de von Neumann-Morgenstern (Von Neumann et Morgenstern (1944)), le Heart (Austen-
Smith (1996), Scho�eld (1996, 1999)), la solution competitive (McKelvey Ordershook et
Winer (1978)) et le Yolk (Feld et al (1987), Feld, Grofman et Miller (1988), Koehler (1990),
McKelvey (1986), Miller (2007)) pour ne citer que quelques unes des solutions "institution-
free" les plus �etudi�ees. On peut aussi �etudier des versions de l'ensemble de marchandage
adapt�ees �a ce contexte NTU comme celles de MasColell (1989), Vohra (1991) et Zhou (1994)
d�ej�a �evoqu�ees dans l'appendice 1. En e�et, l'ensemble de marchandage conventionnel peut
être vide pour un jeu NTU arbitraire alors que ces nouveaux ensembles de marchandage
sont non vides sous des conditions plus g�en�erales133. Il demeure n�eanmoins que l'ensemble
de marchandage de Mas Colell peut être vide pour un jeu de vote �ni, comme l'ont d�emontr�e
Peleg et Sudholter (2005). L'�etude g�en�erale de l'ensemble de marchandage des jeux de vote
�nis est r�ealis�ee par Holzman, Peleg et Sudh�olter (2007).

Pour conclure, nous allons nous attarder un peu sur les notions de solution competitive

133Il existe aussi une notion d'ensemble de marchandage appel�ee ensemble de marchandage ordinal due �a
Asscher (1975). A notre connaissance, elle n'a pas �et�e �etudi�ee dans le contexte des jeux de vote. L'id�ee de
dissuasion le long d'un cycle d'objections qui le d�e�nit apparâ�t aussi chez Wilson (1971) dans sa d�e�nition
de l'ensemble de marchandage fort.
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et de Heart.
La notion de solution competitive trouve ses racines dans la notion classique de von

Neumann Morgenstern. En conservant les notations de l'appendice 1, nous dirons qu'un
ensemble bU � U est une solution de von Neumann{Morgenstern (VNM), si (1) pour tout

u, v dans bU nous n'avons ni u �V v, ni v �V u et (2) pour tout u 2 UnbU , il existe v 2bU tel que v �V u. Notons que dans le cas d'un jeu simple, pour tout S 2 W : V (S) = U
et pour tout S 2 W et pour tout u 2 V (S) : ui = 0 pour tout i 2 S. Par cons�equent, on
peut reproduire la d�e�nition ci-dessus dans l'espace des alternatives. Un ensemble Y � X
est une solution de Von Neumann-Morgenstern si (1) pour tout x, y dans Y , @S; T 2 W :
ui (y) > ui (x) pour tout i 2 S ou ui (x) > ui (y) pour tout i 2 T et (2) pour tout y =2 Y il
existe x 2 X et S 2 W : tel que ui (x) > ui (y) pour tout i 2 S. Y est une solution VNM
principale si pour tout S 2 Wm il existe x 2 Y tel que ui (x) � ui (y) 8y 2 Y .
Notons au passage que dans le cas des jeux de vote, on peut d�ecrire bon nombre des

solutions �a l'aide de la notion de proposition d�e�nie comme �etant une paire p = (x; S) o�u
x 2 X et S 2 W . La proposition p = (x; S) est (strictement) viable contre la proposition
p0 = (x0; S 0) s' il existe i 2 S\S 0 tel que ui (x) > ui (x0) (pour tout i 2 S\S 0, ui (x) > ui (x0)).
SoitK = (xS; S)S2W� un ensemble �ni de propositions. K est dit �equilibr�e si toute proposition
de K est viable contre toute proposition de K. Une proposition p d�etruit K si elle est viable
contre toutes les propositions de K et strictement viable contre au moins l'une d'entre elles.
Une solution comp�etitive est un ensemble de propositions qui est �equilibr�e et n'est d�etruit par
aucune proposition. Bien que proc�edant du même esprit, la notion de solution comp�etitive ne
se confond pas avec la notion de solution VNM. McKelvey, Ordeshook et Winer d�emontrent
que si le jeu de vote admet un coeur alors pour toute alternative x dans le coeur, (x;N)
constitue une solution comp�etitive. Si le jeu de vote admet une solution simple principale
Y alors il existe une solution comp�etitive K telle que p = (x; S) 2 K implique : x 2 Y et
S 2 Wm. Il existe des jeux de vote pour lesquels certaines coalitions n'apparaissent pas
dans les solutions comp�etitives134.
Le Heart constitue une autre solution. Une pr�esentation soign�ee de cette notion n�ecessite

une tr�es longue pr�eparation. Faute d'espace, nous nous limiterons �a des pointeurs en com-
mencant par le cas di��erentiable. On suppose que pour tout i, les fonctions d'utilit�e ui
sont continûment di��erentiables et on note pi(x; u) le gradient de ui au point x. Pour toute
coalition S � N et tout x 2 IntX, on d�e�nit :

p(S; x; u) =

�
y 2 Rm : y =

P
i2S �ipi(x; u) tel que �i � 0 pour tout

i 2 S et �i 6= 0 pour un i 2 S au moins

�
p(S; x; u) est le cône convexe engendr�e par les vecteurs gradients (pi(x; u))i2S au point x. On
d�emontre que si pour tout i, ui est pseudo-concave, alors :

x 2 P (S; u) ssi 0 2 p(S; x; u)
o�u P (S; u) d�esigne l'ensemble des alternatives Pareto optimales �a l'�echelle de la coalition S.
On en d�eduit que si pour tout i, ui est pseudo-concave, alors :

x est dans le coeur du jeu de vote (N; VG;u) ssi 0 2 \S2Wp(S; x; u)
134Le lecteur pourra consulter les articles originaux d�edi�es �a ce sujet ou le chapitre 9 de Ordeshook (1986).
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On a donc une description de l'ensemble de Pareto et du coeur du jeu sous la forme de con-
ditions du premier ordre. Dans cette veine, on peut poursuivre l'analyse locale en d�e�nissant
:

Pin(S; u) =

�
x 2 X : il existe (�i)i2S tel que �i � 0 pour tout i 2 S et �i 6= 0 pour

un i 2 S au moins tel que 0 =
P

i2S �ipi(x; u)

�
appel�e ensemble de Pareto in�nit�esimal. La pseudo-concavit�e est utilis�ee pour obtenir la
propri�et�e x 2 P (S; u) ssi 0 2 p(S; x; u) �enonc�ee plus haut, mais l'implication x 2 P (S; u)
=) 0 2 p(S; x; u) reste vraie sans cette hypoth�ese. Par cons�equent :

P (S; u) � Pin(S; u):

On peut �egalement d�e�nir le coeur in�nit�esimal comme l'intersection Pin(u) = \S2WPin(S; u).
De l'inclusion ci-dessus on d�eduit que le coeur est un sous ensemble du coeur in�nit�esimal.
On peut alternativement pr�esenter ces notions locales en retenant comme objet de choix

la direction �eventuelle de changement par rapport au point test�e. De ce point de vue, la
pr�ef�erence d'un individu i au point x, c'est �a dire l'ensemble des directions pr�ef�er�ees au status
quo, est d�ecrit par l'ensemble hi(x; u) = fv 2 Rm : pi(x;u) �v > 0g. Scho�eld (1984) utilise
le terme de champ de pr�ef�erence135. Pour tout S � N , on d�e�nit hS(x; u) = \i2Shi (x) et
h(x; u) = [S2WhS(x; u) : cet ensemble d�ecrit les directions socialement pr�ef�er�ees au status
quo. On d�e�nit l'ensemble de Pareto critique comme �etant l'ensemble :

Pcr(u) = fx 2 X : hN(x; u) = ?g

et le coeur critique comme �etant l'ensemble :

Ccr(u) = fx 2 X : h(x; u) = ?g

On peut en�n d�e�nir l'ensemble de Pareto local et le coeur local sans hypoth�ese de
di��erentiabilit�e. Une alternative x est dans l'ensemble de Pareto local lorsque lorsqu'il existe
un voisinage de x ne contenant aucune alternative unanimement pr�ef�er�ee �a x. Une alterna-
tive x est dans le coeur local s'il existe un voisinage de x tel qu'aucune alternative dans ce
voisinage n'est pr�ef�er�ee �a x par tous les membres d'une coalition gagnante.
Lorsques les pr�ef�erences sont di��erentiables, on peut d�emontrer que le coeur (ensemble de

Pareto) est contenu dans le coeur local (ensemble de Pareto local) qui est lui même contenu
dans le coeur critique (l'ensemble de Pareto critique). Si les fonctions d'utilit�e sont pseudo
concaves, ces inclusions sont des �egalit�es136. On d�emontre �egalement137 que l'ensemble de
Pareto critique et l'ensemble de Pareto in�nit�esimal co��ncident et donc que le coeur critique
co��ncide avec le coeur in�nit�esimal.
A côt�e des notions de coeur, �gurent les notions d'ensembles cycliques. Dans le cas o�u X

est �ni, la vacuit�e du coeur est �equivalente �a l'existence de cycles dans la pr�ef�erence sociale.

135C'est notre traduction de preference �eld.
136Voir par exemple le lemme 4.3.1 dans Scho�eld (2008).
137Voir par exemple lemme 4.3.2 dans Scho�eld (2008).
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Le cycle sup�erieur d�esigne l'ensemble des alternatives x telles que pour tout y 6= x il existe
une suite �nie138 (xj; Sj)1�j�r telle que x1 = x; xr = y; Sj 2 W et ui(xj) > ui (xj�1) pour tout
j = 1; :::; r et tout i 2 Sj : une alternative est dans le cycle sup�erieur si elle domine toutes
les autres via une chaine d'alternatives interm�ediaires. On remarque que tout sous-ensemble
�ni du cycle sup�erieur est contenu dans un cycle139. Par ailleurs lorsque la pr�ef�erence sociale
est compl�ete, on v�eri�e que le cycle sup�erieur est non vide et co��ncide avec le coeur lorsque ce
dernier est non vide. Lorsque le coeur est vide, le cyle sup�erieur est en revanche souvent tr�es
gros et contient parfois des alternatives Pareto domin�ees. Dans le cas spatial, si le jeu simple
est de somme constante et sans joueurs ayant un pouvoir de v�eto, alors g�en�eriquement sur
l'ensemble des pro�ls de pr�ef�erences, soit le coeur est non vide, soit le cycle sup�erieur est
X140. Ce r�esultat cesse d'être vrai lorsque le jeu simple n'est pas de somme constante mais
on d�emontre dans le cas g�en�eral que le prix �a payer pour avoir moins de cycles stricts est
d'avoir un cycle sup�erieur faible (c'est �a dire construit �a partir de la pr�ef�erence sociale faible)
�egal �a X. Scho�eld (1978,1984) a r�eexamin�e cette question d'un point de vue local. Une
alternative x est dans l'ensemble cyclique local CL(u) si pour tout voisinage de x, il existe
un cycle contenu dans ce voisinage et contenant x. Consid�erons un champ de pr�ef�erence
social h : X ! Rm. Il est dit demi-ouvert si pour tout x tel que h(x) 6= ? il existe un vecteur
� (x) 2 Rm tel que: v � � (x) > 0 pour tout v 2 h(x). Une alternative x est dans l'ensemble
cyclique in�nit�esimal IC(u) si h(x) n'est pas demi-ouvert. Scho�eld (1978) d�emontre141 que
IC(u) est ouvert et que si x 2 IC(u) alor il existe un voisinage de x tel que pour tout y
dans ce voisinage, il existe un chemin de y vers x. On en d�eduit que IC(u) � LC(u). Il
d�emontre aussi que LC(u) est contenu dans la fermeture de IC(u). Les deux ensembles sont
donc tr�es proches. Scho�eld d�emontre que si m � � (G) � 2, alors IC(u) = ? pour tout
pro�l u. En�n, Scho�eld (1978) d�emontre que x 2 IC(u) ssi p(x; u) = \S2Wp(S; x; u) = ;.
En r�esum�e, sous des hypoth�eses de di��erentiabilit�e, nous avons une situation claire.

Scho�eld d�emontre que si IC(u) est vide alors le coeur in�nit�esimal en u est non vide.Scho�eld
a d�emontr�e plusieurs r�esultats �etablissant des liens entre le coeur critique et l'ensemble cy-
clique local. Sous des hypoth�eses additionnelles de pseudo-concavit�e ad�equates (qui sont
satisfaites en particulier dans le cas de la version Euclidienne du mod�ele spatial), ces r�esulats
locaux deviennent globaux. Il d�e�nit le Heart du jeu de vote au pro�l u comme la r�eunion du
coeur du jeu et de la fermeture de l'ensemble cyclique local. Cet ensemble est non vide. Sous
des hypoth�eses de convexit�e, Scho�eld (1995) d�emontre que le Heart est un sous-ensemble
de l'ensemble de Pareto. Sa structure g�eom�etrique n'est pas facile �a d�ecrire. Scho�eld (1999)
d�e�nit une version locale de la relation de couverture et d�emontre que le heart peut aussi être
d�ecrit comme l'ensemble des alternatives non couvertes au sens local. Dans le cas Euclidien
et du jeu majoritaire ordinaire, il correspond �a l'ensemble des points born�es par une partie
des lignes m�edianes. Ceci implique que le Heart est dans ce cas un ensemble �etoil�e.

138Dans la suite, nous utiliserons l'expression : chemin de x vers y.
139Un cycle est une suite �nie (xj ; Sj)1�j�r telle que x1 = xr = x; Sj 2W et ui(xj) > ui (xj�1) pour tout

j = 1; :::; r et tout i 2 Sj
140Ce r�esultat r�epertori�e sous le vocable "th�eor�eme du chaos" est dû �a Mc Kelvey (1976,1979). Voir
th�eor�eme 6.4. dans Austen-Smith et Banks (1999).
141Il d�emontre �egalement que x 2 IC(u) ssi p(S; x; u) = ? pour tout S 2 W.
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7.3 Appendice 3 : Externalit�es entre Coalitions et Limites de

l'Approche en Termes de Fonction Caract�eristique

Dans cet article, nous avons choisi de mod�eliser le jeu coop�eratif en utilisant le concept
classique de fonction caract�eristique. Un autre choix de mod�elisation aurait consist�e �a retenir
le concept plus g�en�eral de fonction de partition (Rosenthal (1972), Thrall et Lucas (1963)).
Cette fois, pour chaque partition concevable � de l'ensemble des joueurs et chaque coalition
S dans cette partition, on associe une valeur V (S; �). Une valeur est une fonction � qui
attache �a toute fonction de partition V un vecteur de paiements � (V ) 2 Rn (un paiement
pour chacun des joueurs). On peut �egalement d�e�nir des concepts de coeur et des concepts
de suradditivit�e. La fonction de partition consid�er�ee peut (suivant l'application consid�er�ee)
pr�esenter soient des externalit�es n�egatives : du point de vue d'une coalition S, plus la
partition de NnS est �ne, plus son surplus est �elev�e ou positives : plus la partition de
NnS est �ne, plus son surplus est bas.
Nous allons nous borner ici �a illustrer les di��erences entre fonction caract�eristique et

fonction de partition dans le cas des alliances �electorales de gauche �etudi�ees par Le Breton et
Van Der Straeten (2013) et expos�ees dans la section 3.4. Peut-on faire l'�economie du concept
de fonction de partition dans le cadre de cette application ? Clairement dans le cadre d'un
jeu �a 3 joueurs, la seule di��erence �eventuelle entre la fonction caract�eristique et la fonction
de partition porte sur les singletons : que peut esp�erer un parti qui se pr�esente seul au second
tour ? Nous allons examiner ci-dessous cette question dans le cas o�u la composante prime
est ignor�ee. Trois cas se pr�esentent :

1. Si les trois partis peuvent se maintenir seuls, le jeu est additif et la question est sans
int�erêt.

2. Si seul le parti fort peut se maintenir seul, alors la question est �egalement sans int�erêt.

3. Si les deux partis les plus forts peuvent se maintenir (seuls) et que le dernier a besoin
de s'allier, alors si le parti 1 ou(et) 2 d�ecide(nt) de faire cavalier(s) seul(s) alors il(s)
doit(vent) se demander ce que vont faire les deux autres.

Dans ce dernier cas, la fonction de partition s'�ecrit (en reprenant les notations introduites
dans la section 3.4 du texte principal) :

V (S; �) =

8>>>>>>>>>>>>>><>>>>>>>>>>>>>>:

N1
N+
si S = f1g et � = ff1g ; f2; 3gg

N1
N+�N3 si S = f1g et � = ff1g ; f2g ; f3gg
N2
N+
si S = f2g et � = ff2g ; f1; 3gg

N2
N+�N3 si S = f2g et � = ff2g ; f1g ; f3gg
0 si S = f3g quelle que soit �
N1+N2
N+�N3 si S = f1; 2g
N1+N3
N+

si S = f1; 3g
N2+N3
N+

si S = f2; 3g
N1+N2+N3

N+
si S = f1; 2; 3g
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Quelle est la solution �equivalente �a la valeur de Shapley dans le cas d'une fonction de
partition ? Maskin (2003) a propos�e une extension de la valeur de Shapley �a ce contexte.
Une famille de valeurs ont �et�e introduites et axiomatis�ees par De Clippel et Serrano (2008)
Il n'existe aucune formule g�en�erale de calcul de la valeur de Maskin et des valeurs de De
Clippel et Serrano (DCS ci apr�es). De Clippel et Serrano d�emontrent que si � est une valeur
satisfaisant leurs axiomes d'anonymat, d'e�cacit�e et de monotonicit�e alors pour tout i 2 N ,
�i (V ) 2 [�i (V ) ; �i (V )] o�u les bornes sont les valeurs de deux programmes lin�eaires. Dans
le cas o�u n = 3, ils montrent que :

�i (V ) = ��i (V )�
Max f0; "j (V )� "i (V )g+Max f0; "k (V )� "i (V )g

6

�i (V ) = ��i (V ) +
Max f0; "i (V )� "j (V )g+Max f0; "i (V )� "k (V )g

6

o�u :
"i (V ) = V (fig ; ffig ; fj; kgg)� V (fig ; ffig ; fjg ; fkgg)

est l'indice d'externalit�e attach�e au joueur i et �� est l'unique valeur142 satisfaisant les ax-
iomes d'anonymat, d'e�cacit�e et de marginalit�e. ��i (V ) se calcule facilement car �

�
i (V ) est

la valeur de Shapley (ordinaire) du joueur i dans le jeu sans externalit�es d�ecrit par la fonc-

tion caract�eristique V � (S) = V (S;
n
S; fjgj2NnS

o
. Cette valeur est appel�ee "externality-free

value" par DCS. Dans le cas de notre jeu :

"1 (V ) =
N1
N+

� N1
N+ �N3

= � N1N3
N+ (N+ �N3)

"2 (V ) = � N2N3
N+ (N+ �N3)

"3 (V ) = 0

et :

V �(S) =

8>>>>>>>>><>>>>>>>>>:

0 si S = f3g
N1

N+�N3 si S = f1g
N2

N+�N3 si S = f2g
N1+N3
N+

si S = f1; 3g
N2+N3
N+

si S = f2; 3g
N1+N2
N+�N3 si S = f1; 2g
N1+N2+N3

N+
si S = f1; 2; 3g

On remarque que V � n'est pas suradditive en raison de l'externalit�e n�egative (en e�et, on

142Proposition 3 dans DCS.
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observe que V �(f1g) + V �(f2; 3g) > V �(f1; 2; 3g)). Apr�es calculs, on obtient :

��1 (V ) =
N1
N+

+
1

6

N3
N+

�
1 +

3N1
N+ �N3

�
��2 (V ) =

N2
N+

+
1

6

N3
N+

�
1 +

3N2
N+ �N3

�
��3 (V ) =

2N3
3N+

� 1
6

N3
N+

�
1 +

3 (N1 +N2)

N+ �N3

�
et donc :

�1 (V ) =
N1
N+

+
1

6

N3
N+

�
1 +

N1 +N2
N+ �N3

�
; �1 (V ) =

N1
N+

+
1

6

N3
N+

�
1 +

3N1
N+ �N3

�
�2 (V ) =

N2
N+

+
1

6

N3
N+

�
1 +

2N2
N+ �N3

�
; �2 (V ) =

N2
N+

+
1

6

N3
N+

�
1 +

N1 + 2N2
N+ �N3

�
�3 (V ) =

2N3
3N+

� 1
2

N3
N+

�
N1 +N2
N+ �N3

�
; �3 (V ) =

2N3
3N+

� 1
3

N3
N+

�
N1 +N2
N+ �N3

�
A titre de comparaison, rappelons que la fonction caract�eristique V �� consid�er�ee dans

notre article est V ��(S) = V (S; fS;NnSg). Elle di��ere de V � puique V ��(f1g) = N1
N
et

V ��(f2g) = N2
N
. La valeur de Shapley que nous utilisons dans notre article est d�ecrite par le

vecteur :

Sh1 (V
��) =

N1
N+

+
1

6

N3
N+

�
1 +

N1 +N2
N+ �N3

�
Sh2 (V

��) =
N2
N+

+
1

6

N3
N+

�
1 +

N1 +N2
N+ �N3

�
Sh3 (V

��) =
2N3
3N+

� 1
3

N3
N+

�
N1 +N2
N+ �N3

�
On constate que Sh3 (V

��) correspond �a la borne sup�erieure du cube de DCS alors que
Sh1 (V

��) correspond �a la borne inf�erieure de ce cube. La valeur de Sh2 (V
��) est in-

term�ediaire entre les deux bornes. On constate que pour toutes les valeurs, le joueur 3
r�ecup�ere au mieux les 2

3
de sa part. En fait, il faut enlever aux 2

3
une fraction additionnelle

qui oscille entre 1
3
N1+N2
N+�N3 =

1
3

N1+N2
N1+N2+N4

et 1
2
N1+N2
N+�N3 =

1
2

N1+N2
N1+N2+N4

et qui est d'autant plus
�elev�ee que N4 est petit. A strictement parler, les di��erentes valeurs d�ecrivent des partages
di��erents mais les di��erences entre ces di��erents partages sont respectivement born�ees pour

les trois joueurs par 1
6
N3
N+

2N1�N2
N+�N3 ;

1
6
N3
N+

N1
N+�N3 et

1
6
N3
N+

h
N1+N2
N+�N3

i
. Dans le cas du Limousin, on

obtient par exemple des �ecarts �egaux �a 1; 59 8%; 0; 96% et 1; 29%. Nous conjecturons que
dans le cas de la valeur de Shapley les di��erences entre les di��erentes valeurs attach�ees �a la
fonction de partition sont n�egligeables.
Comme nous l'avons d�ej�a indiqu�e, Le Breton et Van Der Straeten (2013) ne proposent

pas un mod�ele destin�e �a expliquer la nature des coalitions qui se forment; ils postulent que la
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grande coalition se forme143. Autant cette hypoth�ese est naturelle en l'absence d'externalit�es
lorsque la fonction caract�eristique est suradditive, autant elle est plus discutable en pr�esence
d'externalit�es. Comme le montre Hala�r (2007), la suradditivit�e de la fonction de partition
n'implique plus n�ecessairement que la grande coalition est e�cace. Cette di�cult�e est ignor�ee
par DCP (2008) dont l'axiome d'e�cacit�e suppose la formation de la grande coalition. En
revanche, la question de la formation des coalitions est au coeur des articles de Maskin et
d'Hafalir. Ces deux auteurs �etudient un protocole de n�egociation. Hafalir d�emontre que
le protocole produit toujours une partition e�cace qui ne co��ncide pas n�ecessairement avec
la grande coalition. Maskin d�emontre que dans le cas d'une fonction de partition avec
externalit�es n�egatives et n = 3, on obtient la grande coalition; ceci cesse d'être vrai en cas
d'externalit�es positives. Il d�emontre aussi que la grande coalition �emerge dans le cas o�u la
fonction caract�eristique V ��(S) = V (S; fS;NnSg) a un coeur non vide.

7.4 Appendice 4: Compl�ements au texte: Illustration de la logique

de marchandage sur des exemples danois et �nlandais

Comme nous l'avons vu dans la section 2.3 du texte principal, dans le cas Belge des �elections
de novembre 1958, l'ensemble de marchandage a o�ert une explication du "relative weakness
e�ect". Dans cet appendice, nous pr�esentons d'autres exemples concrets de cette logique
de marchandage, emprunt�es �a l'histoire politique du Danemark et de la Finlande. L'objet
de cet appendice est de proposer certains caculs suppl�ementaires du noyau et des ensembles
de marchandage consid�er�es par Scho�eld. Les ensembles de marchandage not�es B2(M;V )
et B�(M;V ) seront not�es ici B2(M;W) et B�(M;W) car dans le contexte des jeux simples,
la fonction caract�eristique est compl�etement d�etermin�ee par W . Nous omettrons même la
d�ependance �a pour �ecrire plus simplement B2(M) et B�(M).

Nous allons tout d'abord montrer �a l'aide d'un exemple �egalement tir�e de Scho�eld et
Laver (1985) que le "relative weakness e�ect" ne se produit pas n�ecessairement dans le cas
de gouvernements avec beaucoup de partenaires. En Finlande apr�es les �elections de mai
1954, un gouvernement comprenant 4 partis B, D F et G est form�e. Sachant qu'il y a 200
si�eges au parlement, les deux premiers partis avec 107 si�eges aurait pu former une coalition
gagnante comme le montrent les r�esultats report�es dans le tableau ci-dessous :

Ins�erer la table 5 de Laver et Scho�eld BJPS ici

La r�epartition de portefeuilles oberv�ee fut (6; 6; 1; 1) alors que Gamson pr�edisait (5:25;
5:15; 1:26; 2:34). Examinons les implications de l'ensemble de marchandage. Supposons que
le le parti D n'ait re�cu par exemple que 4 portefeuilles. Quelle pourrait etre une objection
de ce parti contre les trois autres ? Puisqu'il contrôle 90 si�eges, il a besoin soit de A soit de
E. Il peut par exemple demander 5 postes, en proposer 4 �a A et 5 �a D. Les trois partenaires

143Dans le cas des �elections r�egionales de 2010, la grande coalition a toujours �emerg�ee �a l'exception de la
Bretagne. Dans le cas de la Bretagne, le jeu (�a 2 joueurs, le PS et EE) est additif et donc non strictement
sur-additif. La formation de la coalition devient plus sensible �a des facteurs (gains ou pertes) non mod�elis�es
dans leur article.
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attaqu�es ne disposent que de 4 postes pour contre attaquer ce qui insu�sant pour "acheter"
A ou D. On peut montrer ici que D peut se garantir ainsi 5 postes ainsi que C. Consid�erons
maintenant le parti G. Il ne contrôle que 24 si�eges, et on montre qu'il ne peut se garantir
aucun si�ege. Ici le noyau est (7; 7; 0; 0) mais puisque les deux gros partis ne peuvent se
garantir que 5 si�eges, la r�epartition (6; 6; 1; 1) fait partie de l'ensemble de marchandage.

Nous terminons ces diverses �etudes de cas par celui du Danemark en 1957, �etudi�e de
mani�ere plus approfondie par Scho�eld (1982). Au terme des �elections de mai 1957, le
parlement danois se pr�esente comme indiqu�e dans le tableau ci-dessous :

Ins�erer la table 1 de Scho�eld 1982 ici

Le gouvernement est consitu�e des partis C, D et H. Il contrôle 93 si�eges. Sachant que le
parlement comprend 174 si�eges, il en faut 88 pour constituer une majorit�e. Le jeu majori-
taire pond�er�e d�ecrivant la situation est donc : [88; 70; 14; 9; 6; 45; 30] ou de fa�con �equivalente,
[8; 5; 2; 1; 1; 3; 3] en consid�erant la repr�esentation int�egrale minimale. On constate que le
gouverment forme une coalition gagnante minimale. Nous noteronsM la coalition gouverne-
mentale.
Ici le noyau correspond �a l'allocation �egalitaire k =

�
1
3
; 1
3
; 1
3

�
= (0:33; 0:33; 0:33). L'allocation

observ�ee (9; 4; 3) des 16 portefeuilles minist�eriels correspond au partage x� = (0:56; 0:25; 0:19)
alors que Gamson sugg�ere g = (0:75; 0:15; 0:10). Clairement, les deux plus petits partis
du gouvernement sont avantag�es par rapport �a Gamson et conform�ement aux r�esultats de
Scho�eld (1976), cette d�eviation est bien identi��ee qualitativement par le noyau dans le sens
o�u lorsque ki < gi alors x

�
i < gi et lorsque ki > gi alors x

�
i > gi. En revanche, le noyau

exag�ere les d�eviations.
Scho�eld d�emontre que B2 (G) est vide.
L'argument est le suivant. Soit x une imputation.
Supposons xC < 1

2
. Supposons que C formule une objection y = (yC ; yE; yF ) contre

fD;Hg telle que yE + yF > 1
2
. D et H ne contrôlent que 23 si�eges et ont donc besoin de 65

si�eges suppl�ementaires pour r�eagir cr�ediblement. Ils ont donc besoin �a la fois de E et F. Mais
pour construire une contre-objection justi��ee (z;DHEF ) il faut �a la fois zD + zH > 1

2
et

zE + zF >
1
2
, ce qui est impossible. Par cons�equent, toute imputation x dans B2 (M) v�eri�e

: xC � 1
2
.

Supposons xH <
1
4
. Supposons que H formule une objection y = (yH ; yA; yE; yF ) contre

fC;Dg telle que yA = yE = yF = 1
4
. C et D ne contrôlent que 84 si�eges et ont donc besoin

de 4 si�eges suppl�ementaires pour r�eagir cr�ediblement. Ils ont donc besoin de A, ou E ou F
et o�rir minimalement 1

4
�a ce partenaire. Mais ceci est impossible car xC + xD >

3
4
. Par

cons�equent, toute imputation x dans B2 (M) v�eri�e : xH � 1
4
.

Supposons en�n xD <
1
3
. Supposons que D formule une objection y = (yD; yE; yF ) contre

fC;Hg telle que yE = yF =
1
3
. C et H ne contrôlent que 79 si�eges et ont donc besoin de

9 si�eges suppl�ementaires pour r�eagir cr�ediblement. Ils ont donc besoin de E ou F et o�rir
minimalement 1

3
�a ce partenaire. Mais ceci est impossible car xC + xH >

2
3
. Par cons�equent,

toute imputation x dans B2 (M) v�eri�e : xD � 1
3
.

Puisque 1
2
+ 1

4
+ 1

3
> 1, on en d�eduit que B2 (M) = ?.
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Scho�eld (1982) propose une analyse g�eom�etrique compl�ete de l'ensemble de marchandage
conventionnel B1(M). L'arrangement observ�e en fait partie ainsi que g et k.
A titre d'illustration, examinons ici quelques propri�et�es de B1 (M). Soit x une imputa-

tion.
Si xC <

1
2
, examinons dans quel cas C a une objection justi��ee contre D ou contre H. Si

xC < xH , alors C peut objecter avec E et F. Pour contrer cette objection, H a besoin de A,
E et F mais ne peut leur o�rir que 1� xH . Puisque 1� xH < 1� xC , c'est impossible. Un
argument similaire s'applique dans le cas o�u xC < xD. Donc si x 2 B1 (M) v�eri�e xC < 1

2
,

alors xC � xD; xH .
Si xD < 1

5
, montrons que D a une objection justi��ee contre C ou contre H. Puisque

xD <
1
5
, soit xC >

3
5
, soit xH >

1
5
. Dans le premier cas, D a une objection justi��ee y contre

C en o�rant yE = yF =
2
5
. C ne peut pas contrer avec H puisqu'alors, il ne lui resterait

plus rien pour acheter le partenaire qui manque. Et sans H, il lui faut au moins acheter E
ou F ce qui impossible car 1 � xC < 2

5
: Si xH > 1

5
, H ne peut contrer qu'avec E et F et

donc leur donner au moins au total 4
5
ce qui est impossible puisque 1 � xH < 4

5
. Donc si

x 2 B1 (M), xD � 1
5
. Par ailleurs si xD <

1
3
et xD < xH , D a une objection justi��ee y contre

H avec yE = yF =
1�xD��

2
o�u � est un nombre positif voisin de 0. En e�et, H ne peut pas

contrer avec C. Il ne peut pas contrer non plus avec E et F car dans ce cas-l�a, il lui faudrait
1 � xD � � < 1 � xH si � est su�samment petit. Donc si x 2 B1 (M) v�eri�e xD < 1

3
alors

xD � xH .
Si xH <

1
8
, montrons que H a une objection justi��ee contre C ou contre D. Consid�erons y

avec yE = yF =
3
8
et yA =

1
8
. Si xC >

5
8
, alors y est une objection justi��ee contre C. En e�et,

C ne peut contrer avec E ou F. Si xC � 5
8
, alors xD >

2
8
et dans ce cas y est une objection

justi��ee contre D car D ne peut pas contrer avec E et F. Donc si x 2 B1 (M), xH � 1
8
.

Par ailleurs si xH <
1
4
; alors xD � 2xH . Sinon H a une objection justi��ee y contre D avec

yH = xH + �; yA = p+ �; yE = yF = p+
1�4p
2
+ � o�u xH < p <

1
4
et � > 0 est choisi pour que

yH + yA+ yE + yF = 1. Clairement D ne peut pas contrer avec C car 1� xD� xC < 1
4
. D ne

peut pas non plus contrer avec E et F car 1� xD < 1� 2p < yE + yF . Donc si x 2 B1 (M)
v�eri�e xH <

1
4
alors xD � 2xH .

Scho�eld (1982) calcule aussi l'ensemble de marchandage B�(M) et montre qu'il ne
contient pas l'arrangement observ�e, l'arrangement (8; 5; 3) �etant l'unique vecteur entier dans
B�(M). On note qu'il est beaucoup plus proche de l'arrangement observ�e (9; 4; 3) que ne
l'est (12; 2; 2); la version enti�ere de Gamson.
Scho�eld (1982) poursuit par une analyse tr�es d�etaill�ee de l'histoire gouvernementale de

La Finlande de 1945 �a 1971 qui comprend 8 �elections et pas moins de 16 gouvernements. La
co��ncidence entre les r�epartitions observ�ees de portefeuille et celles pr�edites par B2 (ou B�
lorsque B2 est vide) est frappante. A cette exploration, vient s'ajouter un calcul qui �eclaire la
question 1. Durant cette p�eriode, la Finlande a compt�e 10 gouvernements minimaux, 10 avec
surplus et 4 minoritaires. Scho�eld d�emontre en parcourant exhaustivement l'ensemble des
coalitions gagnantes susceptibles de former un gouvernement majoritaire apr�es les �elections
de mars 1966, qu'aucune d'elles ne comprenait un arrangement stable au sens de B2. Il
sugg�ere que le chaos en r�esultant peut expliquer pourquoi les gouvernements qui ont vu le
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jour ont �et�e des gouvernements de surplus.
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