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Exercice. — Soit E un R-espace vectoriel. On note idg 'application identité de F

1. On dit qu'un endomorphisme p est un projecteur de E si pop = p. Soit p un projecteur
de F.

(a) Dans quel(s) cas p est-il bijectif ? (sur 1 pt)
(b) Montrer que Im(p) = Ker(p — idg). (sur 1 pt)
(c) Déterminer les valeurs propres de p. (sur 1 pt)

2. Soient p et g deux projecteurs de E tels que poq = gop. On pose f =p+qet g=p—q.

o

) Le réel -1 est-il une valeur propre de f 7 (sur 1 pt)

—~

b) Montrer que g est un projecteur de F si et seulement si pog=gop=gq. (sur 1 pt)
Déterminer f3 —3f?+2f. (sur 1 pt)
Déterminer les valeurs propres possibles de f. (sur 1 pt)
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Montrer que 0 est valeur propre de f si et seulement si Ker(p) NKer(q) # {0g}. (sur
1 pt)
(f) Montrer que 2 est valeur propre de f si et seulement si Im(p) N Im(q) # {0g}. (sur
2 pt)
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Exercice. — Un serveur brise en moyenne trois verres et une assiette par mois. Notons X la
variable aléatoire qui prend pour valeur le nombre de verres cassés et Y la variable aléatoire
qui prend pour valeur le nombre d’assiettes cassées par ce serveur. On suppose que X suit une
loi de Poisson de parameétre 3 et Y suit une loi une loi de Poisson de parameétre 1. X et Y sont
supposées indépendantes.

1. Donner les lois de probabilité des variables aléatoires X et Y. (sur 1 pt)
2. Quelle est la loi de X +Y 7 (sur 1 pt)

3. Calculer la probabilité d’un mois sans assiette ni verre cassé. (sur 1 pt)
4

. Ce serveur maladroit casse aussi des bols. Notons Z la variable aléatoire qui prend pour
valeur le nombre de bols cassés involontairement en une année. On suppose que Z suit
une loi de Poisson de parameétre 5. Si le soir du 31 décembre, le serveur n’a pas cassé au
moins 5 bols dans I’année, il féte cela en brisant des bols pour avoir au moins le minimum
de 5 bols cassés sur 'année. Soit W la variable aléatoire qui représente le nombre de
bols cassés par an aprés le soir du 31 décembre.

Exprimer W en fonction de Z. (sur 3 pt)
5. Donner la loi de probabilité et 'espérance de W. (sur 4 pt)
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Exercice. — Soit N un entier naturel supérieur ou égal a 3. On dispose de deux urnes opaques
U, et U,, d’apparence identique et contenant chacune N boules indiscernables au toucher :

e L’urne U; contient (N — 1) boules blanches et une boule noire.

e L’urne U, contient N boules blanches.

1. Une premiére expérience aléatoire : On effectue des tirages sans remise dans l'urne Uy,
jusqu’a l'obtention de la boule noire. On note X la variable aléatoire qui prend pour
valeur le nombre de tirages nécessaires pour I'obtention de la boule noire. On note, pour

tout entier naturel ¢ > 1 :
e N, I'événement « on tire une boule noire lors du i-iéme tirage ».
e B; ’événement « on tire une boule blanche lors du ¢-iéme tirage ».

(a) En décrivant soigneusement les événements utilisés, calculer P(X = k), pour tout k
dans {1,2,3}. (sur 1.5 pt)

(b) Déterminer la loi de la variable aléatoire X. (sur 1.5 pt)

(c) Préciser le nombre moyen de tirages nécessaires a l'obtention de la boule noire. (sur
1 pt)

2. Une deuxiéme expérience aléatoire : On choisit une des deux urnes au hasard et on tire
dans I'urne choisie une par une les boules sans remise jusqu’a étre en mesure de pouvoir
connaitre I'urne choisie. On note Y la variable aléatoire qui prend pour valeur le nombre

de tirages ainsi effectués. On note :
e (] 'événement « on choisit 'urne U; ».
o (y I'événement « on choisit 'urne U, ».

(a) Montrer que pour tout entier j € 1, N] :
1

PY =j|C1) = -

(sur 1 pt)
(b) Pour tout entier j € [1, N], calculer P(Y = j|C5). (sur 1.5 pt)
(c) Montrer que :

1
— sije[l,N—1]
IN
PY =j) = 11
L S
5 Ton MY

(sur 2 pt)
(d) Calculer I'espérance de Y. (sur 2 pt)
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Exercice. — Pour tout n € N*, on pose

[n:/ld_x,
o (24 1)

1. Montrer que I, est bien définie. (sur 1 pt)
2. Pour tout n € N*, exprimer I,,,1 en fonction de I,,. (sur 5 pt)

3. En déduire la valeur de 5. (sur 4 pt)
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Exercice. — Soit n € N*. Un jeu consiste a tirer une boule dans une urne contenant n + 1
boules équiprobables numérotées de 0 a n. Si on tire un numéro k :

e on gagne k euros si k est pair,

e on perd k euros si ce numéro est impair.

On note X la variable aléatoire égale au numéro tiré et G le gain de ce jeu.
1. Exprimer G en fonction de X. (sur 1 pt)
2. On suppose que la loi de X est uniforme.
(a) Le joueur a-t-il plus de chances de gagner ou de perdre de 'argent ? (sur 2 pt)
(b) Montrer que E(G), 'espérance de G, vaut

n

E(G) = - i S (-1t

k=0

(sur 1 pt)
(c) Calculer E(G) selon que n est pair ou impair. (sur 1 pt)
3. Dans cette partie on suppose que la loi de X est binomiale de paramétres n et p €]0, 1.

(a) Montrer que pour tout 1 <k <mnona:
nin—1\ (n
k\k—1) \k/)~
(b) Montrer qu’il existe un entier A que 'on précisera tel que :

oo (1) ()

0

(sur 1 pt)

(sur 2 pt)
(c) Calculer E(G). (sur 2 pt)
(d) Pour quelles valeurs de p le jeu est-il favorable au joueur ? (sur 1 pt)
4. Dans cette derniére question on suppose que 'urne contient uen infinité de boules nu-

mérotées a partir de 1 et que la loi de X est une loi géométrique de paramétre p €10, 1[.
Le jeu est-il favorable au joueur ? (sur +2 pt)
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Exercice. — Soit f la fonction définie par

f: R? — R

(x,y) — et (V1)

1. Justifier que f est de classe C? sur R?. (sur 1 pt)
2. Montrer que f admet au plus un extremum local. (sur 1 pt)

3. Montrer que f admet exactement un extremum local et déterminer sa nature et sa valeur.
(sur 2 pt)

4. (a) Soit la fonction g définie par

Montrer que :
V(z,y) R f(z,y) 2 g(z) .
(sur 2 pt)
(b) En étudiant la fonction g, déterminer I'extremum global de f. (sur 2 pt)
(c) L’extremum peut-il étre strict 7 (sur 2 pt)
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Exercice. — Une urne contient initialement une boule blanche et une boule rouge. On effectue
une succession de tirages équiprobables d’une boule dans cette urne. Aprés chaque tirage, on
remet la boule tirée dans I'urne et on rajoute dans I'urne une boule de couleur opposée a celle
qui vient d’étre tirée.

On suppose que cette expérience est modélisée par un espace probabilisé (£2,.4,P). Pour
tout k € N, on note Xy la variable aléatoire égale au nombre de boules blanches présentes dans
I'urne juste avant le (k + 1)-éme tirage.

Pour tout k£ € N*; on note

e B I'événement « on tire une boule blanche au k-éme tirage »,
e Ry I'événement « on tire une boule rouge au k-éme tirage ».

Déterminer la loi de Xo. (sur 1 pt)

Déterminer la loi de X. (sur 1 pt)

Déterminer la loi de X5. (sur 1 pt)

Pour k£ € N, déterminer le support de Xj. (sur 1 pt)

Soient k € N, i € N* et j € [1,k+ 1].

(a) Pour i ¢ {j,j + 1}, déterminer P (Xy1; = 1| Xy = j). (sur 0.5 pt)

(b) Déterminer P (Xyi1 = j| Xk = j) et P(Xg1 = 7 + 1| Xk = J). (sur 2 pt)

(c) Pour tout i € [1,k + 2], en déduire P (Xy;1 =1i) en fonction de P (X, =1) et
P(Xy =i—1). (sur 2.5 pt)

6. Retrouver la loi de X5. (sur 1 pt)

AR e



I Toulouse
School of
Economics

CONCOURS BLSES 2025

Epreuve orale d’admission : Mathématiques

e Planche n°4 : Deuxiéme partie — Exercice sans préparation,
e Les documents ne sont pas autorisés.

Exercice. — Soit (u,)nen+ la suite définie pour tout n > 1 par
n
1
Uy = —.

1. Montrer que u,, est strictement croissante. (sur 1 pt)
2. Enoncer I'inégalité des accroissements finis. (sur 1 pt)

3. Soit k € N*. Montrer que

1 1
— < VE+1-VE< —.
Wk +1 Wk

(sur 1.5 pt)

4. Déduire de (1) que, pour tout entier naturel n non nul,

un22(¢EIT—1>.

(sur 2 pt)

5. Déduire de (1) que, pour tout entier naturel n non nul,

(sur 2 pt)

6. Déterminer

(sur 1.5 pt)

7. Montrer que u,, n’a pas de limite finie lorsque n tend vers +oo. (sur 1 pt)
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Exercice. — Pour tout entier n > 0, on considére la suite de terme général u,, défini par :
™/2 cos™(x
Uy = / - ( )dx
a6 Sin(r)

1. Montrer que la suite (u,),en est bien définie. (sur 1 pt)
2. Calculer uy. (sur 1 pt)

3. Dériver la fonction
7/6,7/2] — R

T 1n(LOS(m>> .

sin(x)
(sur 1.5 pt)
4. En déduire la valeur de ug. (sur 1.5 pt)
5. (a) Montrer qu'il existe un réel o > 0 tel que pour tout n :
3 n
0<u, <« (%) .

(sur 1.5 pt)
(b) Déterminer la limite de la suite (uy)nen. (sur 1 pt)
(c¢) Déterminer la nature de la série de terme général u,. (sur 1 pt)

6. Montrer que pour tout entier n on a :

n+1
Up42 = Up — —_— .

n-+1 2

(sur 1.5 pt)
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Exercice. — Un mobile se déplace sur un axe réel de la fagon suivante : & I'instant 0, il est
au point 0. Puis, si le mobile est a I'instant n sur le point d’abscisse k, alors a 'instant n + 1,
il sera sur le point d’abscisse k + 1 avec probabilité p €]0,1[ et en 0 sinon. On appelle X, la
variable égale a ’abscisse du mobile a I'instant n.

1.

Déterminer la loi de Xj. (sur 0.5 pt)

2. Déterminer la loi de X;. (sur 1.5 pt)

3. Pour tout n € N*, déterminer X, (). (sur 2 pt)
4.
)

. En déduire une expression de I'espérance de X,, en fonction de n et p. (sur 4 pt)

Pour tout n € N* et k € [1,n], exprimer P(X,, = k) en fonction de X,,_;. (sur 2 pt)
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Exercice. — On dispose de deux piéces truquées :
e la piéce A pour laquelle la probabilité de faire pile vaut p €]0, 1],
e la piéce B dont la probabilité de faire pile vaut ¢ €]0, 1] avec ¢ # p.
Un joueur peut choisir parmi ces deux piéces et effectuer autant de lancers qu’il le souhaite,
mais il ne sait pas laquelle des deux piéces A ou B a le plus de chances de réaliser le coté pile.
Il adopte la stratégie suivante :
e Il choisit la premiére piéce au hasard et la lance. S’il fait pile il relance la méme piéce,
sinon il effectue un lancer avec 'autre piéce.
e Il répéte cette stratégie pendant tout le jeu : S’il fait pile il relance la méme piéce, sinon
il effectue un lancer avec 'autre piéce.
Pour tout 7 > 1, on note F; I’événement « le i-iéme tirage est fait avec la piéce A » et par
G; 'événement « le i-iéme lancer est un pile ».

1. (a) Déterminer P(E;,; | E;).
(b) Montrer que :
PE ) =(p+q—1)P(E)+1—q.

(c¢) Pour tout ¢ > 1, on pose

1 —
2—-p—q
Déterminer la nature de la suite (u;);>1.
(d) Déterminer P(E;) en fonction de p et g.
2. (a) Exprimer P(G;) en fonction de P(E;).
(b) Montrer que
(¢ —p)? 1, P+a—2pq
P(Gi)=—575——=@+¢—-1)" +—5———
(G %2—p—®( ) 2-p—gq
3. Le i-iéme lancer vient de donner pile. Quelle est la probabilité qu’il ait eu lieu avec la

piéce A7
4. (a) Déterminer la limite de P(G;) quand i — +o0.
(b) Lorsque p > ¢ et i sont assez grands montrer que :

q<P(Gi) <p.

(c) Que pensez-vous de la stratégie du joueur ?
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Exercice. — Pout n € N*, on considére

D:  R,[X]

R, [X]
P P

%
H )
ou R, [X] désigne 'ensemble des fonctions polynomiales de degré inférieur ou égal a n.

1. Montrer que D est un endomorphisme de R,,[X].

2. Montrer que :

VkeN, DFP)=PW,
3. En déduire que D est nilpotent, c’est-a-dire qu’il existe un entier Ny tel que pour tout
k> Ny, D*(P) = 0.
4. Montrer que la série de terme général D* converge.

5. Déterminer la représentation matricielle A de D dans la base canonique {1,---, X"} de
R,[X] ot 1: 2+ 1 et pour tout k > 1, X¥: 2+ ot

6. Montrer que la limite de la série est bijective, et que sa réciproque admet pour repré-
sentation matricielle dans la base canonique I,,,1 — A, ou I,,1 est la matrice identité
d’ordre n + 1.

7. On considére 'endomorphisme A de R,,[X] défini par :

AP) =)

| —

D*(P).

o

!

Montrer que :
! P(X +1)=A(P)(X).
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Exercice. — Pour tout n € N*, on note

1. Montrer que

(sur 1 pt)
2. En déduire que
In(n+1) < H, <Iln(n)+1.
(sur 1 pt)
3. En déduire un équivalent de H,,. (sur 0.5 pt)

4. On considére la suite (uy,),>1 définie par u; = 1 et pour tout n > 2 par

1 1
un:——i—ln(l——) .
n n

Justifier que la série de terme général u,, est convergente. (sur 1.5 pt)

5. On considére la suite (v,),>1 définie pour n > 1 par

1 1
vn———ln(1+—>.
n n

Justifier que la série de terme général v,, est convergente. (sur 0.5 pt)

6. Soit pour n € N*| f, = H,, — In(n). Pour n > 2, exprimer f,, — f,_1, en fonction de u,,.
(sur 2 pt)

7. En déduire que (f,,) converge. (sur 1 pt)

8. Quel est le signe de u,, pour n > 27 (sur 1 pt)

9. Quel est le signe de v,, pour n > 17 (sur 0.5 pt)
10. Démontrer que, pour tout N > 2,

(In(n+ 1) +In(n — 1) = 2In(n)) = In(N + 1) — In(N) — In(2).

n=2

(sur 1 pt)



11. On note, pour N > 1,

N N
SN:Zun et TN:ZUTL‘
n=1 n=1

Déduire des deux questions précédentes que les suites (Sy)n et (Tn)n sont adjacentes.
(sur +2 pt)
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Exercice. — On dispose d’une piéce équilibrée et on effectue des lancers de cette piéce de
maniére indépendante. Pour k entier supérieur ou égal a 2, on note X la variable aléatoire qui
prend pour valeur k si ’on obtient pour la premiére fois pile puis face aux lancers k£ — 1 et k,
X prenant la valeur 0 si 'on n’obtient jamais une telle succession.
Pour tout k£ € N*, on note
e [, I'événement « obtenir pile au k-éme tirage »,
e F) I'événements « obtenir face au k-éme tirage ».

1.

Pour tout k& > 2, déterminer P(X = k|F;). (sur 1 pt)

2. Pour tout k > 3, déterminer P(X = k|F}) en fonction de P(X =k — 1). (sur 1 pt)

En déduire, pour tout k& > 3, 'expression de P(X = k) en fonction de P(X =k — 1) et
de k. (sur 2 pt)

Pour tout k& > 2, on pose u, = 2* P(X = k). Déterminer la nature de la suite (ug);,-
(sur 2 pt)

5. En déduire la loi de X. (sur 1 pt)
6. Montrer que pour tout ¢ €]0, 1],

- k—1 _ - 2
> kg (1_q Zkk 1)q 0=

(sur +2 pt)

La variable aléatoire X admet-elle une espérance ? Si oui, la calculer. (sur 3 pt)
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Exercice. — Soit U la matrice carrée d’ordre 2 dont tous les coefficients valent 1.
On considére 'application ¢ définie par :

@ : MQ(R) — MQ(R)
M — T(UM)U.
1. Montrer que ¢ est un endomorphisme de My (R). (sur 1 pt)
2. Déterminer (U). (sur 1 pt)
3. Montrer que :
Im(y) = Vect(U) .
(sur 1 pt)

4. Déterminer la dimension du noyau de . (sur 1 pt)

5. (a) Montrer que 0 est une valeur propre de ¢. (sur 0.5 pt)
(b) Déterminer la dimension de ’espace propre associé a 0. (sur 0.5 pt)
(¢) Trouver une base de I'espace propre associé a 0. (sur 1.5 pt)

6. Supposons que A soit une valeur propre non nulle de . Montrer que

Ex(p) C Im(yp) ,

ou E, est I'espace propre associé a la valeur propre A. (sur 1 pt)
7. (a) Montrer que ¢ est diagonalisable. (sur 1 pt)
(b) Exhiber une base de vecteurs propres et la matrice de ¢ dans cette base. (sur 1.5 pt)
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Exercice. — Soient n € N* et z € R.

1. Déterminer

(sur 1 pt)

2. Déterminer

(sur 2.5 pt)

3. Déterminer

(sur 2.5 pt)
4. En déduire

(sur 4 pt)
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Exercice. — Soient n > 3, R[z] I'ensemble des polynomes et R, [z] ’ensemble des polynomes
de degré inférieur ou égal a n. On note B,, = (1,X,---,X™) la base canonique de R,[z] ou
1:2+ 1et, pour tout k € {1,--- ,n}, X*: 2+ 2.

On consideére 'application ¢ définie par

© : R,.[z] — Rz]
R — R
. 1 +2
P o(P): r - Z/ P(t)dt .
x—2

1. (a) Montrer que ¢ est une application linéaire. (sur 1 pt)
(b) Montrer que ¢ est un endomorphisme de R, [z]. (sur 1 pt)

2. Lorsque n = 3, déterminer la matrice représentative de ¢ dans la base Bs. (sur 2 pt)
3. On revient au cas général et on prend n > 3 jusqu’a la fin de ’exercice.

(a) Montrer que A,, la matrice représentative de ¢ dans la base B, est triangulaire
supérieure. (sur 2 pt)
(b)

c¢) Déterminer une base des espaces propres associés aux éléments du spectre de ¢. (sur
+2 pt)
(d) En déduire que ¢ n’est pas diagonalisable. (sur 1 pt)

Déterminer le spectre de ¢. (sur 1 pt)

NC;

(e) Montrer que si P est de degré 2 alors P ne peut pas étre vecteur propre de ¢. (sur 2
pt)

(f) Montrer que si P est vecteur propre de ¢ de degré supérieur ou égal a 1 alors P’ est
aussi vecteur propre de @. (sur +2 pt)
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Exercice. — Une urne contient initialement une boule blanche et une boule noire. On effectue
des tirages équiprobables successifs d'une boule dans 'urne suivant le protocole suivant : aprés
chaque tirage, la boule tirée est remise dans 'urne et on rajoute dans 'urne, avant le tirage
suivant, une boule de la couleur de la boule qui vient d’étre tirée.

Pour tout entier naturel n non nul, on note X,, la variable aléatoire donnant le nombre de
boules blanches obtenues au cours des n premiers tirages.

1. Déterminer la loi de Xj. (sur 2 pt)
2. Déterminer la loi de Xs. (sur 3 pt)
3. Pour tout n € N*, conjecturer la loi de X,,. (sur 1 pt)
4. Pour tout n € N*| déterminer la loi de X,,. (sur 4 pt)
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Exercice. — Nous allons étudier la position d’un point mobile sur la droite des réels. Au
temps t = 0, le point a pour abscisse 0. Aprés chaque seconde, le point mobile avance d’une
unité, recule d’une unité ou reste sur place avec la méme probabilité 1/3.

On note M, ; I'événement : « Le point mobile est au point d’abscisse n aprés ¢ secondes ».

1. Déterminer P(Myp). (sur 0.5 pt)
2. Déterminer P(M,,—1 441|Mpt), P(My 11| M) et P(Myi10401| My ). (sur 0.5 pt)

3. Soit G, I'événement, « Le point effectue son premier déplacement vers la gauche apres
exactement n secondes ».

(a) Pour tout n € N*, montrer que

(sur 2 pt)
(b) Calculer la probabilité de I’événement : « Le point effectue au moins un déplacement
vers la gauche ». (sur 2 pt)
4. Soit D,, 'événement, « Le point est a une abscisse paire aprés n secondes ». Pour tout
n € N, on définit u,, = P(D,,).
(a) Déterminer ug. (sur 0.5 pt)
(b) Déterminer P(D,,41|D,,). (sur 0.5 pt)
(¢) Déterminer P(D,,41|D,,). (sur 0.5 pt)
(d) Pour tout n € N, en déduire que

(sur 1.5 pt)
(e) Conclure. (sur 2 pt)



I Toulouse
School of
Economics

CONCOURS BLSES 2025

Epreuve orale d’admission : Mathématiques
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Exercice. — Soient B = (e1, e, €3) une base de R3 et B’ = (e; + €3, 2e5 + €3, 3e3) une autre
base de R3.

1. Montrer qu’il existe un vecteur non nul de R?® ayant les mémes coordonnées dans les
bases B et B'. (sur 4 pt)

2. Déterminer I'ensemble des vecteurs ayant les mémes coordonnées dans les bases B et 5.
(sur 4 pt)

3. Plus généralement, pour n € N*, a quelle condition existe-t-il un vecteur non nul de R”
ayant les mémes composantes dans deux bases distinctes de R" ? (sur 2 pt)
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Exercice. — Pour tout n € N*, on considére

n —

?’?‘

1. Soit f une fonction de classe C! sur [0, 7]. Montrer que la fonction

(2 1)t
t— f(t) ( nr )
2. Montrer que

/07r f(t)sin (M) dt = 2n2—|— 1f(0) + 2n2—|— ] /Oﬂ f'(t) cos (M) dt .

3. Montrer que
[ e (B )l < o
: " . ((2n+ 1)t
ngrfoo/o f(t)sin <T> dt.

5. Pour tout n € N*, on pose,

est intégrable sur [0, 7.

4. Déterminer

1 n
t) = 5t ;Cos(kt).

Veérifier que, pour t €]0, 7], on a

sin ((2n + 1)t/2)

Anl) = —5 sin(t/2)

6. Déterminer deux réels a et b tels que, pour tout n > 1,

i 1
/ (at* + bt) cos(nt)dt = —.
0

n2

7. Déterminer une relation entre S, et
/ (at® + bt) A, (t)dt .
0

8. En déduire la limite de la suite (S, )nen+ lorsque n tend vers +oo.
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Exercice. — Soient a et b deux réels. On considére Us la matrice carrée de taille 3 dont tous
les coefficients valent 1. On définit la matrice carrée de taille 3, M, ; de terme général

=W o

a siit=]
b sinon.

Montrer qu’il existe deux réels a et g tels que M, ;, = als + BUs.
Calculer M}, pour tout k € N.

Déterminer Mg ,.

Soit m un entier supérieur ou égal & 2, on considére U, la matrice carrée de taille n
dont tous les coefficients valent 1. On définit la matrice carrée de taille n, M, ; de terme

général
a sii=]
b sinon.

Calculer M}, pour tout k € N.
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Exercice. — Une commode contient une infinité de tiroirs numérotés 1,2, 3, --. Un joueur
ouvre les tiroirs un & un, en commencant par le premier. Chaque tiroir contient :

e soit une clé, avec probabilité p €10, 1],

e soit rien, avec probabilité 1 — p.
Le contenu de chaque tiroir est indépendant de celui des autres. Le joueur s’arréte dés qu’il
trouve une clé.

1. (a) On note T la variable aléatoire donnant le numéro du premier tiroir contenant une
clé. Quelle est la loi de T'7 (sur 0.5 pt)
(b) Calculer P(T > n). (sur 1 pt)
(c¢) Déterminer l'espérance et la variance de T'. (sur 1 pt)
(d) Le joueur parie que la clé se trouve parmi les k premiers tiroirs. Calculer la probabilité
qu’il gagne son pari. (sur 2 pt)
(e) Montrer que cette probabilité tend vers 1 lorsque k tend vers l'infini. (sur 1 pt)
2. En fait, certains tiroirs sont piégés : si le joueur ouvre un tiroir dont le numéro est un
multiple de 5, une alarme se déclenche. On suppose que méme si I’alarme sonne, le joueur
continue a chercher jusqu’a ce qu’il trouve une clé.

(a) On note A I’événement « le joueur déclenche au moins une alarme au cours de sa
recherche ». Déterminer P(A) en fonction de p. (sur 1.5 pt)

(b) Lorsque p tend vers 0, déterminer la probabilité que le joueur déclenche au moins
une alarme. (sur 1 pt)

(¢) Quel est le nombre moyen d’alarmes déclenchées par le joueur ? (sur 2 pt)
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Exercice. — Soit n € N* et (a,b) € R? avec a < b. On considére f : [a,b] = Ret g: [a,b] = R
deux fonctions de classe C"(]a, b]).

1. Montrer que

/ £ (2)g(x)da

b
=D DI ) = D ()M (@) + (—1)”/ f(2)g"™ (z)dz ,

k=0

3

oil, pour n € N*, f(™ désigne la dérivée n-iéme de f. (sur 3 pt)
2. On pose Q,(z) = (1 — 2?)" et P,(z) = ) ().
(a) Soit n € N*. Déterminer le degré de P,. (sur 1 pt)
(b) Montrer que, pour tout £k < n — 1, il existe un polynéme A; tel que

Q’Sz,k) (I> = Ak(;p)<x2 _ 1)n—k .

(sur 2 pt)
(c¢) En déduire que, pour tout k <n — 1, ng)(l) = 0. (sur 1 pt)
(d) Pour tout polynéme L de degré inférieur ou égal a n — 1, déterminer

/ ' L) Py(a)de

1

(sur 3 pt)
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Exercice. — Soient n € N* et p un réel de ]0,1[. On pose ¢ =1 — p.

On s’intéresse a une épreuve de saut en hauteur au cours de laquelle un athléte doit sauter
dans l'ordre n hauteurs numérotées 1,2,--- ,n. L’athléte ne pouvant accéder a la hauteur
suivante que s’il a réussi a sauter la hauteur précédente. L’épreuve s’arréte lorsque 'athléte
échoue son saut a une hauteur donnée ou bien lorsqu’il a réussi a sauter les n hauteurs.

On admet que la probabilité de passer d’'une hauteur a une autre est constante et égale a p,
la probabilité de passer la hauteur 1 étant, elle aussi, égale a p. Pour tout k € [1,n — 1] on dit
que le niveau de 'athléte est k s’il réussit a sauter la hauteur k£ et échoue a sauter la hauteur
k + 1. On dit que le niveau de I'athléte est n s’il réussit a sauter les n hauteurs et on dit que
le niveau de 'athléte est 0 s’il échoue dés la hauteur 1.

1. (a) On note X, le niveau atteint par I'athléte. Déterminer ’ensemble des valeurs prises

par X,,.

(b) Déterminer la probabilité P (X,, = 0).

(c) Pour tout k € [1,n], on note Ry I'événement « I'athléte réussit a passer la hauteur
k ». Ecrire 'événement (X,, = n) a I'aide de certains des événements Ry.

(d) Déterminer la probabilité P (X,, = n).

(e) Pour tout k € [1,n — 1], déterminer I’événement (X,, = k) a 'aide de certains des
événements Ry

(f) Pour tout k € [0,n — 1], déterminer la probabilité P (X,, = k).

2. Vérifier que Z]P’ (X, =k)=1
k=0
3. Déterminer E(X,,), I'espérance de X,,, en fonction de n et de p.

4. Déterminer
lim E(X,) .

n—-4o00
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Exercice. — Pour tout n € N, on pose :

I, = /Oﬂ/2 (sin(z))" dz .

Calculer I, I et I.
Justifier que la suite (I,,),en est positive et décroissante.
En déduire que la suite (I,,),en converge.

Soit n € N. Déterminer une expression de [, en fonction de [,, et I,,15.

([n-i-l )
In neN

En déduire I, 5 en fonction de I,,.

S A

Déterminer la limite de la suite
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Exercice. — Pour n € N*, on définit

fn: 0,1] — R
1

1+ an

J. = /01 fulz) do

Soit n € N*. Etudier les variations de la fonction f,. (sur 0.5 pt)

xr

et

Montrer que J,, est bien définie pour tout n € N. (sur 0.5 pt)
Calculer Js. (sur 1 pt)

Pour chaque = € [0,1] déterminer la limite lorsque n tend vers l'infini de la suite
(fn(%))nen. (sur 1.5 pt)
5. Montrer que la suite (J,,)nen+ est croissante et majorée par 1. (sur 2 pt)

= W =

6. Montrer que la suite (J,,)nen+ converge. (sur 0.5 pt)

7. Soit € € [0, 1[. Montrer que, pour tout n € N
1
/ fo(z)dz <e.
1—¢

(sur 1 pt)

8. Soit € € [0, 1[. Montrer que, pour tout n € N
1—¢
/ Jn(z)dz = 1 1+(1—e)
(sur 1.5 pt)

9. En déduire la limite de la suite (J,,)nen+. (sur 1.5 pt)
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Exercice. — Soient B = (e1, e, €3) une base de R3 et B’ = (e; + ea, 2e5 + €3, 3e3) une autre
base de R3.

1. Montrer qu’il existe un vecteur non nul de R® ayant les mémes coordonnées dans les
bases B et B'. (sur 4 pt)

2. Déterminer I'ensemble des vecteurs ayant les mémes coordonnées dans les bases B et 5.
(sur 4 pt)

3. Plus généralement, pour n € N*, a quelle condition existe-t-il un vecteur non nul de R”
ayant les mémes composantes dans deux bases distinctes de R" ? (sur 2 pt)
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Exercice. — On lance a répétition une piéce qui donne pile avec probabilité p €]0,1[. On
arréte les lancers dés que la face « pile » est apparue pour la deuxiéme fois. On note X la
variable aléatoire donnant le nombre total de lancers effectués. On s’intéresse a la loi de la
variable aléatoire X.

1.
2.
3.

Quel est le support de X ? (sur 1 pt)
Soit n > 2. Déterminer P(X = n). (sur 1 pt)
Montrer que pour tout ¢ €]0, 1],

2

o 1 [e.9]
kgl = ——— et k(k—1)g"2 = ——
; (1-q)? 2 (1-4q)?

(sur 2 pt)

. Montrer que

iP(X:n)zl.

(sur 2 pt)

5. Calculer I'espérance mathématique E(X) de la variable aléatoire X. (sur 2 pt)

6. Etudier qualitativement le comportement de E(X) lorsque p tend vers 0 et lorsque p

tend vers 1. Interpréter. (sur 2 pt)
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Exercice. — Soient A et B deux matrices de M3(R) telles que

x
Im(A) = y| € M31(R)|y=xp, rang(B)=3, rang(AB)=2.
z
1. Déterminer une base de Im(A). (sur 0.5 pt)
2. Im(A) est-elle une droite vectorielle ? (sur 0.5 pt)
3. Discuter du nombre de solution du systéme suivant :
1
AX = |1
1
(sur 0.5 pt)

4. A quelle(s) condition(s) sur a, b et c le systéme suivant a t-il une solution

a
AX=1b]?
c
(sur 0.5 pt)
5. Soit Y € M3 ;(R). Discuter des solutions du systéme

BX =Y.

(sur 0.5 pt)
6. Montrer que Im(AB) C Im(A). (sur 1.5 pt)
7. Montrer que Im(AB) = Im(A). (sur 2 pt)
8. Soit Y € Mj;(R). Discuter des solutions du systéme

ABX =Y.
(sur 2 pt)

9. Soit N € M3(R) telle que
NB=0.

Montrer que N = 0. (sur 2 pt)
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Exercice. — Soit X une variable aléatoire continue de densité
322, xel0,1],
fx(z) = { .
0, sinon.

1. Vérifier que fx est une densité de probabilité. (sur 1 pt)
2. Calculer I'espérance de X, E(X), et sa variance Var(X). (sur 1.5 pt)
3. Déterminer la fonction de répartition Fx de X. (sur 1.5 pt)
4. On définit la variable Y = X2
(a) Déterminer la fonction de répartition Fy de Y. (sur 1.5 pt)
(b) En déduire la densité fy de Y. (sur 1.5 pt)
(c) Calculer I'espérance E(Y). (sur 0 pt)
5. Comparer E(Y) avec (E(X))? et en déduire la variance de X. (sur 0 pt)
6. On définit la variable Z =1 — X.
(a) Déterminer la densité fz de Z. (sur +1.5 pt)
(b) Calculer E(Z) et Var(Z). (sur +1.5 pt)
7. Soit W = min(X, Z).
(a) Déterminer I'événement {W < w} pour w € [0, 1]. (sur 1.5 pt)
(b) En déduire la fonction de répartition Fy. (sur 1.5 pt)
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Exercice. — On considére la fonction f définie par :
f: RxR — R
(.y) 1 1
x, Y — =T — =
) Y B 29

1. Déterminer le domaine de définition de f. (sur 1.5 pt)
2. Justifier que f est de classe C? sur son domaine de définition. (sur 1.5 pt)
3. Calculer f(z,x), pour tout x € R*. (sur 0.5 pt)
4. On se place désormais sur le domaine RY x R*. Déterminer les points critiques de f.

(sur 2 pt)

Peut-on déterminer la nature des points critiques obtenus (minimum local, maximum
local, point selle) ? (sur 2 pt)

6. Déterminer la valeur de f en ces points critiques. (sur 0.5 pt)

7. Les points critiques sont-il des minima globaux ? (sur 2 pt)
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Exercice. — Soit £ = R3.

1. On considére le sous-ensemble :
F={(z,y,2) € E|x—2y+2=0}.

(a) Montrer que F est un sous-espace vectoriel de E. (sur 1 point pt)

(b) Déterminer un supplémentaire K de F' dans E. (sur 1 point pt)

(c) Déterminer la matrice de la projection sur F' de direction K dans la base canonique.
(sur 2 points pt)

2. (a) On pose G = vect{(1,1,1)} et H = vect{(1,2,3)}. Montrer que G et H sont supplé-

mentaires dans F. (sur 2 points pt)

(b) On pose u = (x,y, z) un vecteur de F. Déterminer I'image de u par la projection sur
G de direction H dans la base canonique. (sur 2 points pt)

3. On consideére
I R - R
r — cos(x+m/4) .
(a) Montrer que f appartient a vect(cos, exp,sin). (sur 1 point pt)
(b) On pose g = cos + exp +sin et h = cos +2 exp +3 sin. Montrer que f est combinaison
linéaire de g et h. (sur 1 point pt)



I Toulouse
School of
Economics

CONCOURS BLSES 2025

Epreuve orale d’admission : Mathématiques

e Planche n°17 : Deuxiéme partie — Exercice sans préparation,
e Les documents ne sont pas autorisés.

Exercice. — On effectue des tirages successifs dans une urne contenant initialement une boule
blanche et une boule noire et :
— Si on pioche une boule noire on s’arréte.
— Si on tire une boule blanche, on double le nombre de boules blanches et on continue.
Soit A, : « la boule noire n’est pas tirée lors des n premiers tirages ».
1. Si la boule noire n’est pas tirée lors des n premiers tirages, quelle est la composition de
I'urne pour le prochain tirage ?

2. On note u,, = P(A,). Montrer que :

2n
on 417

Vn € N* u,1 = uy, -
3. On pose v, = —In(u,). Montrer que

1
VHEN*,Un+1—Un:1n (1+2—n) .

4. (a) Montrer que
VeeRY, In(l+2)<x.

(b) Montrer alors que
. 1
Vn € N ,Un_;,_l—UlS].—Q—n.
(c) Justifier que (vy,),>1 converge vers un réel I, puis que (u,),>; converge vers un réel
strictement positif.

5. Quelle est la probabilité que la boule noire soit tirée ?
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1. (a)

()

Si p =id, il est clair que p est bijectif et vérifie pop = p.

1

Réciproquement, si p est bijectif, p~! existe qui vérifie p~ o p = id. On a alors

comme pop = p que :
p= (p_lop)Op:p_lo(pop) =plop=id
Soit v € Im(p). Il existe u € E tel que v = p(u) et on a alors :

(p —id)(v) = (p —id)(p(u)) = (pop)(u) — p(u) = Op.

Soit w € Ker(p —id), on a p(w) = w, c’est-a-dire que w € Im(p).
A est une valeur propre de p si et seulement si il existe v € E\{0g} tel que p(v) = Av.
On a donc

v = p(v) = pop(v) = p(Av) = Ap(v) = N,
soit A = A% car v est non nul, autrement dit A € {0,1}.

Supposons qu’il existe v € E'\ {0g} tel que f(v)p(v)+¢q(v) = —v. En composant par
p et par —q, on obtient :

{p(v)+poq(v> = —p(v)
—qop(v) —q(v) = qv).

En additionnant, cela donne p(v) = ¢(v). Donc f(v) = 2p(v) = —v c’est-a-dire que
—1/2 serait valeur propre de p, ce qui est absurde.

L’application g est une application linéaire comme combinaison linéaire d’endomor-
phismes de E. De plus g est un projecteur de E si et seulement si :

p—q)olp—q)=p—q
< p—poq—gqoptq=p—q
< pog=gqop=gq
Comme p et ¢ commutent, on a :
fP=3+2f = (p+q?®-3p+q*+2(p+q)
= p’+3p°0q+3po®+¢* —3p*+2poq+4¢*) +2(p+q)
= p+6poqg+q—3p—06poqg—3q+2p+2
= Ogp)



(d) Le polynome X (X? —3X +2) = X(X — 1)(X — 2) est annulateur de f donc les
valeurs propres possibles de f sont 0, 1 et 2.
(e) Si 0 est une valeur propre de f, il existe un v € E'\ {Og} tel que

p(v) +q(v) = 0p . (1)
donc, en composant par p et par —¢, on a :

{ p(v) +pogqlv) = Og
—qop(v) —q(v) Op -

En additionnant, on obtient :

p(v) —q(v) = Op . (2)

Deés lors, on additionant et en soustrayant (1) et (2), il vient :

La réciproque est immédiate.
(f) Si 2 est une valeur propre de f, il existe un v € E'\ {Og} tel que

p(v) +q(v) =2v.
En composant par p et par ¢, on a :

{p(v)+poq(v) = 2p(v)
qop(v) +q(v) = 2q(v).

En additionnant, on obtient :
poq(v) +qop(v) =p(v) + q(v) = 2v.
Comme pog=gopon a
pog(v)=v et qopv)=nv.

Ainsi v € Im(p) N Im(q).

Réciproquement, s’il existe v € (Im(p) N Im(q)) \ {Og}, alors il existe x et y tels
que

plz)=v et q(y)=v.

En composant par p on obtient

Et en composant par ¢ on obtient

qop(r) =qv) =q(y) .

D’ou finalement
p(v) +q(v) = p(z) + qy) = 20 .
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1. — On modélise X comme une variable suivant une loi de Poisson de parameétre A = 3 :
3k
P(X =k) = Ee_g, pour k € N.
— De méme, Y ~ P(1) :
P(Y =k) = P L
Y =k)= Ee = He

2. Comme X et Y sont indépendantes, X +Y suit une loi de Poisson de paramétre 3+1 = 4 :

4k
X+Y ~P4), doncP(X+Y =k)=—e*

= e
3. On a
PIX+Y =0)=c¢"
4.
5. Par union disjointe, on a pour tout k£ > 5

P(W = k) = ;IP’(Z:]‘) sik=5

(Z =k) sik>5.

~

Comme Z ~ P(5), on a :

E(W)—ik~P(Z—k)+5-IP’(Z<5)
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e Planche n°2 : Premiére partie — Probléme avec préparation - corrigé,

1.(a) On a: 1
P(X = 1) = P(Vy) = -
De méme
P(X = 2) = B(B, 1 Ny) = B(BB(N:|By) = "t =
Et

P(X =3) = P(B; N By N Ny) = P(By)P(By| B1)P(Bs|By N By)
N—-1N-2 1 1

N N—IN—-2 N

(b) On a X(Q2) = [1, N] et pour tout k € [2, NJ,

P(X =k)=P(B,N...0 By_1 NNy
P(B)P(By|By) ... P(Ny|By NN By_y)
 N—1N-2 1

N N-1 'N—(k-1)

2|~

Donc X < U ([1, N]).

(¢) Comme E(X) = (N + 1)/2, le nombre moyen de tirage nécessaires a I’obtention d'une
boule noire est (N +1)/2.

2. (a) Soit j € [1,N]. Si I’événement C; est réalis¢, on effectue les tirages dans I'urne U
qui contient une boule noire. Donc nous sommes ramenés a l’expérience de la partie
précédente. Ainsi

vj € [1,N], ]P(Y:ﬂcl):]P)(X:]):N

(b) Lorsqu’on effectue des tirages dans l'urne Us qui ne contient que des boules blanches,
on est str d’étre dans I'urne Us que lorsque toutes les boules ont été tirées. D’ol

P(Y =j|Cy) =0 si 1<j<N—1 et P(Y =N|Cy)=1.



(c) (Cy,Ch) forme un systéme complet d’événement de probabilités non nulles. En ap-
pliquant la formule des probabilités totales a ce s.c.e, il vient

P(Y =j) =P(Y = j[C1)P(Cy) + P(Y = j|C2)P(Ca) .

D’ou :
esil<j<N,
. 11
P(Y = j) = P(Y = jIC)P(C) +0 = — 5
N 2
.Slj:N’
11 1
P(Y=j)=—-+1-.
(V=4 =535+ 13
Ainsi ,
o si je[l,N—1]
2N
St st j=N.
2+2N si g

(d) Le support de Y est fini, d’ot E(Y") existe et :

N
E(Y) = Y jP(Y =)
j=1
N-—1
= ) jP(Y =j)+ NP(Y = N)
j=1
! N‘1,+N+1
T oaN & T T
j=1
_ N(N-1) 1 +N+1—3N+1
N 2 oON 2 2 4

Ainsi E(N) = (3N +1)/4.
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e Planche n°2 : Deuxiéme partie — Exercice sans préparation - corrigé,

1. La fonction ]

(x2 4+ 1)"
est continue sur [0,1] en tant qu’inverse d’une fonction polynomiale continue qui ne
s’annue pas sur l'intervalle [0, 1] car

X —

(2+1)">1>0.

Par continuité de l'intégrand sur [0, 1] 'intégrale est bien définie.

2. Comme u et v sont de classe C'(]0,1]), une intégration par parties donne, en posant
u(z) = (2 + 1) et v'(x) =1,

T 1 1 Z‘Z 1 1 I’Q
Li=|———| +2n | ———dz=—+2n| ——da.
Lxum}o* ”/ @t ”/ (@2t 1)

Y qe= T - L de=1,— 1.
/0 (22 + 1)n x /0 (22 + 1)n+1 X /0 (22 + 1)1 z +1

Regroupant les termes, on trouve, pour n > 0

1 2n —1 1
2n]n+1 = (2n - 1)_[n + 2_71 < ]n+1 = on _[n + n2n+1 .
3. Sachant que
I, = [arctan 2] = %,
on trouve 1 3 1
]2:Z+_et]3:—7r+_

8 4 32 4
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Epreuve orale d’admission : Mathématiques

e Planche n°3 : Premiére partie — Probléme avec préparation - corrigé,

1. Le joueur gagne la valeur X si X est pair, et perd la valeur X si X est impair. Donc :
G=(-1)*X.

2. (a) Sin =2l est pair : il y a n boules paires dont n — 1 font gagner (0 est pair mais ne
fait ni gagner ni perdre) et n boules impaires qui font perdre. Donc le joueur a plus
de chance de perdre que de gagner.

Sin =20+ 1 est impair : il y a n+ 1 boules paires dont n font gagner et n boules

impaires qui font perdre. Donc le joueur a autant de chance de gagner que de perdre.
Donc le joueur a plus de chance de perdre que de gagner.

(b) G admet une espérance car c’est une variable aléatoire de support de cardinal fini.

On a:
E(G) = - i Sk

(¢) Par regroupements deux a deux, on a

E(G)=0 si n est pair,
E(G)=—(+1) sin=2l+1 estimpair,

3.(a) On a :

n\ n! n (n—1)! n (n—1)! o n(n-1
(k;) T K=k k(k-Dn—k! k(k-D((n-1)—(k-1) _E<k—1> '

(b) Comme G = (—1)* X, G admet une espérance. On a, en utilisant la question précé-
dente :

E(G) = i(—l)kk (Z)pk(l -p)""

oS0 ()
=n(1 —p)”; ("21) (1%1)

Ce qui donne le résultat avec A = n.



(c) Par la formule du bindéme de Newton :

(a+bﬁe:§i(z)&H”L

k=0

appliquée a a =p/(p—1),b=1et L =n — 1 on obtient :
n—1 n—1 » k p n—1 2p_ 1 n—1
pr k p—1 p—1 p—1

E«?)Z-—npﬂ—ﬂﬂ”1(2p__1)n_1=-—np0—ﬂﬁ”1(1__2p)n_1=:—npﬂ—2pY‘l-

Donc

p—1 1—p

(d) Le jeu est favorable au joueur si et seulement si le gain est strictement positif, soit
si et seulement si (1 — 2p)"~! > 0. Donc le jeu est favorable au jouer si et seulement
sip > 1/2 et n pair.
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e Planche n°3 : Deuxiéme partie — Exercice sans préparation - corrigé,

1. La fonction (z,y) — y est de classe C? sur R et y — y? + 1 est de classe C? sur R.
Donc (z,y) — y* + 1 est de classe C? sur R? comme composée. De plus (z,y) — z est
de classe C? sur R?. Donc (z,y) — x (y*> + 1) est de classe C? sur R? comme produit.
Donc f est de classe C? sur R? comme composée et produit.

2.(a) On a

axf (l‘,y) — [1 +x (y2+ 1)]ez(y2+1)

O,f (x,y) = 2aPye"(V"H)

(b) Sur Pouvert R?, si f a un extremum local alors
Ouf (2,y) =0
Oyf (z,y) =0

222y =0
l+z(y*+1)=0.

La premiére equation équivaut & x = 0 ou y = 0. Mais dans le cas x = 0 la deuxiéme
équation n’a pas de solution donc le seul point en lequel f peut présenter un extremum
local est A = (—1,0).

3.(a) On a

Autrement dit,

Pty = [(F+1)+ (@@ +1) +1) (5 + 1))
— (P +1) (z (P +1) +2) )

O, (wy) = [ay+222y(y? + 1))
= 2y +2(y’ + 1))
a@iyf (z,y) = [22° + 22%y2z y}eﬂﬁ(y%rl)

= 227 (2zy® +1) (v +1)
(b) On a alors au point (—1,0) :
o*f

r= (%2(10) , s§=

0% f 0? o' f
Oyox (9y

Comme 7t — s* = 2e72 > 0, sur Pouvert R?, f admet un extremum local en (—1,0).
-1
e L.

(=1,0) =2e7".

(-=1,0)=0 et t=

Et comme r > 0, ¢’est un minimum avec f (—1,0) = —



4.(a) On a
V(z,y) €R? f(z,y) —axe" =2 <e$(y2+1> — ez> .

Comme y? +1>1
e siz>0,0naz(y?+ 1) > z. Par croisance de I'exponentielle sur R,

ex(y2+1) > %

— )

et donc
T <ez(y2+1) . em) Z 0.

e siz<0,onaxz(y*+1)<uz, donc
ex(y2+1) S ex

et donc
" (ex(y2+1) . e:p) >0.

Ainsi
V(z,y) € R? f(x,y) > xe” .

(b) g est dérivable sur R et
Ve eR, ¢ (x)=(x+1)e".

Donc g est décroissante sur |—o0o, —1] et croissante sur [—1, +oo[. Donc g admet sur
R un minimum atteint en —1 qui vaut —1/e.

Donc V (z,y) € R?, f(z,y) > g(zx) > g(-1) = —e—1.
Donc le minimum local est bien un minimum global de f.
(c) On a,
e pour tout z # —1, g(z) > g(—1), donc si z # —1, f (x,y) > —e !,
e pour & = —1, f(=1,y) = —e W) > e lsiy£0

Donc le minimum de f est un minimum strict dans ces cas.
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e Planche n°4 : Premiére partie — Probléme avec préparation - corrigé,

1. On a Xo(Q2) = {1} et P(Xy =1) =1 car il n’y a qu'une boule blanche dans I'urne avant
le premier lancer.

2. On remarque tout d’abord que X;(92) = [1, 2].
Deplus, P(X;=1)=P(B))=1/2et P(X; =2)=P(R,) =1/2.
Ainsi X; — U([1,2]).
3. On remarque tout d’abord que X5(€2) = [1, 3].

De plus,
11 1
P(Xo=1)=P(BiNB) =P (B)P(Bo|B) =5 5=
en utilisant la formule des probas composées avec P(B;) # 0.
De méme,
1 1 1
P (X, =3) =P (RN Ry) =P(R)P(M|R) =55 = ¢

Ainsi, comme la famille ([X; = 1], [X2 = 2], [X2 = 3]) est un systéme complet d’évé-
nements, on en déduit que :

4. Soit k € N. Au cours des k premiers tirages, on peut tirer j € [0, k] boules rouges et
donc rajouter dans I'urne j boules blanches pour avoir finalement j + 1 boules blanches
avant le k + 1-éme tirage. Ainsi X;(Q) = [1,k + 1].

5. (a) Entre les tirages k et k + 1, le nombre de boules blanches présentes dans 1'urne peut

rester le méme ou augmenter de 1 .
Ainsi, sii ¢ {j,7 + 1},
P(Xp1 =i X =7)=0.

(b) On a .
. . . J
P(X =il Xy =19) =P (B X =9) = ———.
(Xpr1 = J| Xk = J) (Br+1| Xk = ) o
Et )
k+2—j

P(Xpp1 =J+ 11Xy =j) =P (Rp1| X =) = R



(c) Soit k € Net ¢ € [1,k+ 2]. D’apreés la formule des probabilités totales appliquée au

systéme complet d’événements. {[Xy = j]} ¢/ 4417 de probabilités non nulles, on en
déduit que

k1
P (X411 =1) = ZP X = J) P (Xp1 =4[ Xi = J)

:]P)(Xk:Z>P(Xk+1 —Z’Xk—l)—FP(Xk:Z—l)P(XkJrl IZ’Xk:Z—l)

3+k—1
=P(X,=1 P(Xy=1—1 ———.
(X ok+2+ K =i-D)=75
6. D’apres la relation de la question précédente,
1 11 1
P(Xo=1) =--P(X;=1)+1-P(X; = . ==
(Xo=1) =3 Ph=D)+1-P(X1=0=5-5=¢
2 2 2 1 21 2
P(Xo=2) =--PX;=2)+--PXj=1)==--4=--=-=—
(Xe=2) =5 P =243 PXi=D=5-5+535=3
1 11 1
P(Xo=3) =1-P(X;j=3)+--P(X;1=2)==-=-=—
(X2 =3) (Xy )+3 (X1=2) 35§

On retrouve donc bien la loi de X, déterminer a la question 1.(b).
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e Planche n°4 : Deuxiéme partie — Exercice sans préparation - corrigé,

1. La suite u,, est bien définie car ¢’est une série finie de terme général toujours bien défini.
De plus par positivité de 1/ V'k, chaque terme ajouté a u, est positif :

Upt+1 = Up + > Up,

1
vn+1
donc la suite est strictement croissante.

2. Soient a et b deux rééls tels que avec a < b. On considére f : [a,b] — R une fonction
continue sur [a, b] et dérivable sur Ja, b[, . On supose qu’il existe m < M tels que :

Vt €la, b, m < f'(t) <M.

On a
0 @)
ST —, S
3. On déduit de I'inégalité des accroissement finis :
. f(0) — f(a)
/ < JNTS ST < /
e

On applique cette inégalité a la fonction f(z) = \/x, dérivable sur [k, k+ 1] avec f'(x) =
1

— . Ainsi :

T

5 __W—\/_<7E

4. En sommant le membre droite de I'inégalité entre 1 et n :

n

22\/_>Z\/k:+ —VE)=vn+1-1.

k=1

5. En sommant le membre de gauche entre 1 et n — 1 on obtient

3
—_

n

1
E+1

1
<2yn—1<2yn.

=

k

i

1 k=0



6. On encadre :

7. La suite est croissante non-majorée donc

limu, =oco.
n
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e Planche n°5 : Premiére partie — Probléeme avec préparation - corrigé,

1. Soit n € N. Comme la fonction sinus est strictement positive sur U'intervalle [7/6, 7/2],
la fonction (x — (cos(x))™/sin(x)) est continue (et positive) sur [7/6,7/2] et u, € R.

2. Ona: ,
B T COS(Z’) o ) w2 1 B
up = /ﬂ/ﬁ sin(z) dr = [In| SlIl(iU)HW/G =0—1In (2) = In(2).

3. La fonction (x +— (1 — cos(x))/sin(x)) est dérivable sur [7/6, 7/2] et strictement positive
car :
fy_ V3

cos(z) < cos (E

2

T
vee 5,2,
=62
d’ou : 3
3
Vo € [%,g], 1 — cos(x) > 1—7 > 0.
Le logarithme népérien étant dérivable sur 0, 400, on déduit que la fonction est déri-
vable sur [7/6,7/2] et sa fonction dérivée est définie par :

o ((COS(%) — Dcos(z) 1) sin(z)

1
cos(xz) — 1 - sin(z)

sin(x)?

4. En utilisant la question précédente, On a :
w/2 1
uoz/ _—dxz—ln(?—\/g>>0.
/6 Sin(T)

5. (a) Soit n € N. Par croissance de I'intégrale, on a :

/2 1 n 3 n
0<u,< / , < max cos(:v)) dr < —In (2 - \/§> £ :
<6 Sin(x) \zelr/6,7/2] 2

(b) Comme 0 < v/3/2 < 1, par passage a la limite dans I'encadrement précédent, on
obtient lim,, ., u, = 0.

(c) Comme 1/3/2 est dans | — 1,1], la série converge. Par critére de comparaison des
séries positives la série de terme général u,, converge aussi.

6. On a:
w/2 n(1] — 2 w/2
Up, — Upto = / (cos(z)) ( (cos(z)) )dm = / (cos(z))" sin(x)dz.
/6 sin(z) 7/6
En faisant le changement de variables dérivable et strictement décroissant y = cos(z),
on obtient :

Up — Upyg = / y'dy = [ y"t ] = — .
0

n+1 0 n+1 2
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e Planche n°5 : Deuxiéme partie — Exercice sans préparation - corrigé,

1. Le support de X, est {0} et P(Xy =10) = 1.

2. La variable aléatoire X; peut prendre les valeurs 0 et 1, car le mobile au temps 0 est au
point 0 et peut rester a I'instant 1 au point d’abscisse 0 avec proba p ou retourner en 0
avec proba 1 —p. D’ott X;(2) ={0,1} avec P(X; =1)=pet P(X; =0) =1—p.

3. Pour tout n € N*, on pose P(n) : X,,(2) = [0,n].

e D’aprés la question 1, Xo(€2) = {0}. D’ott P(0) est vraie.

e Soit n € N* fixé. Supposons P(n) vraie. D’aprés I'hypothése de récurrence, le mobile
a l'instant n peut se trouver au point d’abscisse k ou € [0, n]. Pour tout k& € [0, n], si
le mobile se trouve a l'instant n au point d’abscisse k, il se trouvera ensuite a l'instant
n+ 1 au point d’abscisse 0 ou au point d’abscisse k+ 1. Au final, le mobile & I'instant
n+1 peut se trouver au point d’abscisse k ot € [0,n+1]. D’ott, X,,41(2) = [0, n+1].
Donc P(n + 1) est vrae.

Par le principe de récurrence, on en déduit que pour tout n € N*, X,,(Q) = [0, n].

4. Le mobile se trouve en k en n+1 s’il était en k£ — 1 4 U'instant n et il a avancé de 1. Donc
P(X,1=k)=pP(X,=k—-1) .

5. On note m,, = E[X,,]. Alors :

n+1

Mo1 = Y kP(Xpp1 = k)
k=0
n+1

= kpP(X,=k—1)
k=1

:pZ(jH)IP(Xn =J)

=pmy, +p=p(l+my).
On a donc la relation de récurrence :

Mpt1 = p(my, + 1), mo=0.

D’ou a "
pilL—p
My, -
Finalement :
Ex,] = 2= ")
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e Planche n°6 : Premiére partie — Probléme avec préparation - corrigé,

1. (a) La probabilté de (E; 1 | E;) est égal a la probabilité que (i + 1)-éme tirage est fait
avec la piece A sachant que le i-éme tirage est fait avec la piéce B. Si le tirage ¢ + 1-
éme est fait avec la piéce A alors que le précédent a été fait avec la piece B, cela
siginifie que la piéce B a donné un face. Donc :

P(Ei;1 | E;) = P(le i-éme lancer avec B a donné face) = 1 — q.
(b) On utilise la formule des probabilités totales :
P(Ei1) = P(E)P(Ei | Bi) +P(E)P(Eip1 | E).
Or, si on a utilisé A au i-iéme lancer :
P(E;. 1 | E;) = P(le i-éme lancer avec A a donné pile) = p.
On a donc :

P(Eip1) = P(E)p+ (1 - P(E;))(1 - q)
=(p+q—DP(E)+(1-q).

(c) On a vu que :
P(Eit1) = (p+q—DP(E;) + (1 — q).

Donc :
l—¢q
i1 = P(Bi) = 5— =
b+ DBE)+(1—q) — o+
=(p+aq-— i —qQ) —5———
2-p—q
l—¢q l—¢q
—(p+q—Du+p+qg—1)——+(1—¢) — ————
( Jui + ( )2_p_q (1—4q) Sp—
l—q
=(p+q—1)ui+(p+q—l)+m(p+q—1+2—p—q—1)

={p+q—1Du

Donc (u;); est une suite géométrique de raison p + ¢ — 1.



(d) Comme FE; vaut 1 avec proba 1/2 on a

l—q 1 l—q q—p
w=PE)- —L -~ - .
1 =P(E) 2-p-q¢ 2 2-p-q 22-p-—q)
Donc
i qg—p i
u; = ur(p+q—1) 1:2(2_p_q)(p+q—1) h
D’ou
P(E;) = u; + e R (P+q—1)i_1+i-
2-p—q 22-p—q) 2-p—q
2.(a) On a:

P(G;) =P(E;) -p+ (1 - P(Ey)) - q.

(b) On remplace avec l'expression de P(E;) :

P(Gy) = (ﬁ(p +q-1)"+ i) p

(q—p)? 4 pt+a—2pq
P(G;) = +q—1)""+ :
3. On veut : P(E, N G))
i i p
P(E; = =
(Ei | Gi) P(G;) P(G;)
4. On a:

— p)? . —2 —2
Jim P(G;) = lim — (¢ —p) (ptq— 1)1 4 PF9=200 _pFa=2pq
i—00 imoo 2(2—p—gq) 2—-p—q 2—p—q

car p €]0,1[ et ¢ €]0, 1] implique [p+q — 1] < 1.
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e Planche n°6 : Deuxiéme partie — Exercice sans préparation - corrigé,

1. Un polynéme est dérivable sur R et par linéarité de la dérivée D est une application
linéaire. De plus la dérivée d’un polynome de degré au plus n est un polynémede degré
au plus n — 1 donc D est un endomorphisme.

2. On a D% = I, et si on suppose que D¥(P) = P®) 3 un certain rang k € N, alors
D*'(P) = D(D*(P)) = (PW) = p*+h

Donc pour tout n € N, D¥(P) = P®),

3. A chaque itération de D on diminue le degré du polynéme d’une unité. Donc si deg(P) <
n, nécessairement P 1) est le polynéme nul, donc D est nilpotent d’indice n + 1.

4. La matrice canonique de D est la matrice d’ordre n + 1 suivante :

010 0
0 0 2

A= 0 0 0
: on
0 0

5. En mulitpliant a gauche ou a droite par I,,.; — A, on obtient :
([n+1 - A)([n—i-l +A+ .+ An) = dn+1 — A = n+1,

d’ou la conclusion.

6. Considérons

Pour tout « € R, on a d’une part :
Pz +1) =ag+ay + ay + x(a; + 2a;) + asx® .

On a d’autre part

Dk(P>(ZE) =ag+a; +ax+ x(al + 2@2) + (121'2 .
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e Planche n°7 : Premiére partie — Probléme avec préparation - corrigé,

1. Puisque la fonction ¢ +— 1/t est décroissante et continue sur [k, k + 1], on a :
SR 1 b1 1
—dt < (k+1—Fk)— et —dt<(k—Fk+1)—-.
koot k k-1 k

2. Sommons l'inégalité de gauche pour £k = 1, ..., n. On obtient, avec la relation de Chasles,

/ L <H, = W +1) <H,
1

3. Si on somme l'inégalité de droite pour k = 2,...,n, on trouve

" dt
H,—1< — =1In(n).
1 0
4. Donc H, est équivalent & In(n).

5. En utilisant le développement limité In(1 + z) = x — 2%/2 + o(2?) au voisinage de 0, on

trouve

1 1 1+ 1

Up=—————=+o0|—].

n n 2n? n?

Ainsi,
1 <0
Uy ~pog —— < 0.
+ 2n?

Par comparaison & une série de Riemann, ) u, converge.

6. De méme, on prouve que
1
Un Y400 5 5
2n?
ce qui prouve pour la méme raison la convergence de ) v,.

7. On a

Jn—fn1= % - ln(n) —Hn(n — 1)

1 (n—l)
=—+1In
n n

= Up,.




10.

11.
12.

n n

Zuk = Z(fk _fk—l) =fn—f1.

k=2 k=2

Or, u; = f; = 1. On a donc
k=1

Donc (f,), est la suite des sommes partielles de la série convergente de terme général
u,. Ce qui implique que (f,,), converge vers =.

De In(1 + z) < z pour tout x > —1, on déduit que
1 1
In (1 — —) < ——
n n

U, < 0.

d’ou l'on tire pour n > 2

On a trivialement u; =1 > 0.

De méme,

Donc v,, > 0 pour tout n > 1.
Par téléscopage on obtient le résultat.
Par les résultat précédents (.S,) est décroissante, car pour tout n > 2 u, < 0. de méme

(T,) est croissante car v, > 0 pour tout n > 1. De plus on a

N

SN—TN:ul—vl—i—Z(un—vn)

=In(2) + Z (In(n+ 1)+ In(n — 1) — 21n(n))

en utilisant les propriétés fonctionnelles du logarithme. Ainsi, par la question précédente,

SN—TNzln(N—i—l)—ln(N):ln(l—l—%) :

e membre de droite tend vers 0 lorsque N tend vers 4+00. Les suites (Sy), et (Tx), sont
donc adjacentes, de limite ~.
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e Planche n°7 : Deuxiéme partie — Exercice sans préparation - corrigé,

1. Sachant que P; est réalisé, 'événement (X = k) est réalisé si et seulement si PoPs . .. P,_1 F},
se réalise. Comme les lancers se font de maniére indépendante, on a

P(X = k|P1) = P(PPy... Aa FUlPY) = g

2. Sachant que Fj est réalisé, ’événement (X = k) est réalisé si et seulement si on obtient
le premier pile-face au bout de £k — 2 4+ 1 = k — 1 lancers. D’ou

P(X =klF)=P(X=k—1).

3. Soit k > 3. En appliquant la formule des probabilités totales, avec (P, F}) systéme
complet d’événements, on obtient pour tout k£ > 3 :

P(X =k)=P(P)P(X = k|P,) + P(F))P (X = k| F})

11 1

= 4= — k-1
22k—1+2P(X k—1)
1 1

4. Soit k>2.0n a:
Upp = 2P (X =k +1)

1
= okl k+1>3
<2k+1+%JP’(X:k;)) car k +1 >

=2"P(X =k)+1

Donc la suite (ug )y est arithmétique de raison 1. Le premier terme de cette suite est

Ainsi pour tout k > 2

5. Donc pour tout k > 2



6. On a

> 1
> d =1
k=0 q

En dérivant on obtient la formule :

- 1
Zk:qk_l = A= pour 0 < g < 1.
k=1

D’oul le résultat annoncé en multipliant par ¢ les deux membres de ’égalité.
En dérivant une seconde fois on obtient

D k(k—1)¢"? =

— )3
— (I—q)
On obtient le résultat en multipliant par ¢? les deux membres de ’égalité.
7. Comme X(Q) = {0} U{k € N, k > 2}, E(X) existe si et seulement si ), ., kP(X = k)
converge, puisque la série et a termes positifs.
Soit n > 2. On pose

k=2
=> k(k—-1)27"
k=2
1 n 1 k—2
k=2

D’aprés la question précédente la série converge absolument vers
1 <= NN"? 1 2
- E(k—1)(= =-X—xa=4.
(e =

Ainsi
Y KP(X =k)=4.

Conclusion : E(X) existe et vaut 4.
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e Planche n°8 : Premiére partie — Probléme avec préparation - corrigé,

1. ¢ est bien un endomorphisme de My (R). Si M, M’ € My(R)? et A € R, alors on a par
la linéarité de la trace :

oM +X-M) = Te(UM+X-M))-U

— THUM +A-UM')-U
(Te(UM) + \Te(UM")) - U
Te(UM)-U + A\Tx(UM') - U
— (M) + A p(M)

2. En particulier pour M = U, on obtient :

2 2

wmzﬂw%Uzﬂ(QQ

)-U:4U.

3. L’inclusion Im(y) C Vect(U) découle de la définition de . De plus, comme vu précé-
demment, on a U € Im(y) et finalement cette inclusion est une égalité.

4. D’aprés le théoréme du rang, comme ¢ est linéaire et dim(Ms)(R) < 400 on a :
dim Ker(y) = dim(Ms(R)) —rg(p) =4 —-1=3.

5. (a) Comme Ker(p) # {02x2}, 0 est bien une valeur propre de ¢.
(b) On adimEy=3.
(c) Soit M € Ms(R). Comme U # 0 on a :

gO(M) =0y <= TI(UM) =0 <= Z Miﬁ' =0

1<i,j<2

Cette famille est génératrice de Ker(yp) . Or il est facile de voir que la famille & 3
éléments suivante est libre :

-1 1 -1 0 ot -1 0
0 0)’ 1 0 0 1) °
6. Soit A\ # 0 une valeur propre de . Il existe donc M # 0, telle que : (M) = X - M.
Par définition donc une telle matrice M appartient & Im(yp).

7. (a) D’aprés la question 2, comme U est non-nulle, 4 est une valeur propre de ¢. Comme
Ey est de dimension 3, l'espace propre FEj est nécessairement de dimension un et
My (R) = Ey @ Ey. Autrement dit, ¢ est diagonalisbale dans My(R).



(b) Une base B de vecteurs propres de ¢ est contituée des matrices de la question 5. c)
et de U. La matrice de ¢ dans cette nouvelle base est :

Matg(p) =

o O O O
o O O O
o O O O
- O O O
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e Planche n°8 : Deuxiéme partie — Exercice sans préparation - corrigé,

1. On reconnait le développement de Newton pour (z + (1 —z))" = 1" = 1, donc :

n

3 (Z) 1 —z) =1,

k=0

2. On remarque que, pour 1 < k£ < n,

Donc :

(car la somme vaut 1 comme au point 1 avec n — 1).

3. Pour k>2ona:
k:(k:—l)(Z) :n(n—l)(z:§> .

- n—2

k(k — 1) (Z) 21 — )k > n(n — 1) (k - 2) 21— )

Posons j =k —2,on a:

Donc
n

k=0

n—2

=l =1 (“ ) 2) 21— 2)"27 = p(n— 1)a? |

J=0

4. On développe le carré :

S (o= E) (1)t =3 (- 22 B (D)ot

On scinde en trois termes :



Finalement :
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e Planche n°9 : Premiére partie — Probléme avec préparation - corrigé,

1. (a) Soient P et @ dans R,[z], A € R et z € R. Par linéarité de 'intégrale

o(P +2Q)(x) = % / zj(P(t) Q) dt = i ( / " pwydr £ 2 / mj Q(t)dt)

-2

= o(P)(x) + Ap(Q)(x),
donc ¢ est linéaire.
(b) Soit pour n € N*

k=0
un polynome de R,[X]. On a
o(P) = - 9% [tk“}x“ _ oy (@ +2)%+! — (z — 2)H1] .
—~k+1 =kt

Par la formule du bindme de Newton :

k+1 k+1
k+1\ . , k+1\ . .
) k+1 _ ( _)xJQk—i-l—J et r—2 k+1 _ ( ')xj -9 k+1—]_
(z +2) > ; (z —2) > ; (—2)

j=0 j=0

Donc ¢(P) est un polyndéme de degré au plus n + 1 dont le coefficient dominant est

[ Gr)en] o

Donc ¢(P) est de degré au plus n et donc dans R, [z].

2. On calcule :

gp(]l)(x):i/: 1dt:i-(m+2—(:ﬂ—2)):i-4:1.
Donc ¢(1) =1
1 [+ 1 [ 1 (2422 — (2 —2)?
w(X)(x):Z/H tdt:z.[EL_Q:Z ( : ):x



Donc ¢(X) = X. On calcule :

) 1 z+2 ) 1 t3 T+2 1 )
X = - =—--|= =—(12 16) .
o(X7)(2) 4/36 t=dt 1 {3] 4( x* 4+ 16)

-2 x—2
Donc : ) A
1 122%+16
X (z)=- =2 .
P(X5)(2) = 7 3 Tt
De plus
1 [t 1 [eA]
X3 (x) = ~ tdt =~ | —
X =7 [ ea=g 5]
1l (a4t = (x—2)
4 4
1
:1—6-[(:c4—|—8x3—|—24:c2—|—32x+16)—(x4—8;1:3—|—24x2—32:c—|—16)]
= 23 + 4z

On en déduit la matrice de ¢ dans la base B :

10 4/3 0
01 0 4
B=1o0 1 0
00 0 1
3. (a) Soit pour k € N*
P(x)=") a2’
=0

un polynome de R;[X]. On a

a;

j:0]+1 J:0‘7

k
t]+1 :v+2 Z C—l;l +2 j+1 (I_Q)j—l-l} '

W

Donc ¢(P) est un polynéme de degré au plus k£ + 1 dont le coefficient dominant est

kE+1 kE+1
20 2)° =0.
ol (o202 (era) ]
Donc ¢(P) est de degré au plus k. Donc la représentation matricielle de ¢ est trian-
gulaire supérieure.

(b) En reprenant la formule ci-dessus le coefficient de degré k a pour coefficient

sl ()]

La représentation matricielle de ¢ est telle que tous les coefficients diagonaux
sont égaux a 1. Donc le spectre est réduit a 1.

(c)
(d) Si A, était diagonalisable il existerait une matrice inversible P telle que A, =
PIP~! =1, ce qui est un contradiction donc A,, n’est pas diagonalisable.



(e)

Si P est de degré 2 de la forme
P(z) = ap + a1z + axr®

avec as # 0. Alors on a

4
©(P) = ag+ a1 + ay (x2 + §)

donc ¢(P) = P si et seulement si

a0+§a2:ao(:>a2:0
Soit P un vecteur propre : ¢(P) = P. En dérivant les deux membres de I'inégalité on
obtient ¢(P) = P’. Or comme z — z + 2 et x — x — 2 sont des fonctions de classe
CY(R), par le théoréme fondamental du calcul intégral et par dérivation composée on
a

(P(x+2)— P(z —2)),

A~ =

p(P)(z) =

tandis que :

242
o(P)(x) = l/ P'(t)dt = ;1 (P(x+2)—P(x—2)).

-2

Donc P' = ¢(P) = ¢(P’) ce qui prouve que P’ est aussi vecteur propre si P’ # 0.
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e Planche n°9 : Deuxiéme partie — Exercice sans préparation - corrigé,

Notons B;, I'événement « la k-éme boule est blanche » et N, I’événement « la k-éme boule
est noire ».

1. Le support de X; est X;(Q2) = {0,1}, car lors du premier tirage on peut tirer une boule
noire (X; = 0) ou une boule blanche (X; = 1). De plus on a P(X; = 1) = 1/2
et P(X; = 0) =1 —P(X; = 1) = 1/2. D'on X; — U([0,1]).

2. Le support de X5 est X5(€2) = {0, 1,2}, car lors des deux premiers tirages il est possible

d’obtenir deux boules noires ou une boule noire et une boule blanche ou deux boules
blanches. Déterminons P(X, = 0). On a :

1 2 1
P(X; = 0) = P(N1 N N) = P(N)P(No|Ny) = 5 x = = 2
De méme :
1 2 1
P(X, = 2) = P(Bi N By) = P(BI)P(By| By) = 5 x 5 = 2
Et :
1 1 1
P(Xo=1)=1-P(X, =0) ~P(X; =2) =1 -5 — 5 = =.

D'ou Xy — U([J0,2]).
3. On conjecture que pour tout n € N*, X, — U([0,n]).
4. Montrons par récurrence la propriété définie pour tout n € N* par P(n) :

1
n+1"

Vke[0,n] P(X,=k)=
e Initialisation : X; — U([0,1])) d’apres la q.1.
e Hérédité : Soit n € N* fixé. Supposons P(n) vraie, c’est a dire

1
n+1"

Vkeo,n], PX,=k) =

Montrons que
1

kelomn 1], P(Xun=k) = —.




Soit k € [0,n + 1]. Etant donné que d’un tirage a 'autre le nombre de boules
blanches tirées au total ne peut qu’augmenter de 0 (si on tire une noire) ou de 1 (si
on tire une blanche), on a :

P(X,11=k) =P(Ny1| Xy = B)P(X, = k) + P(Bp1|Xn =k - 1DP(X, =k —1)
n+2)—(k+1) 1 (k—1)+1 1
= +
n+2 n+1 n+2 n+1

1
n+2

D’otu X,+1 <= U([0,n + 1]).
e Conclusion : Vn € N*, X, — U([0,n])
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e Planche n° 10 : Premiére partie — Probleme avec préparation - corrigé,

1. IED(MO,O) — 1
2. I[J)<]\4’rz—1,1f—&—l|]\4n,t) - IP>(*]\4n,t—|—l|-Z\4n,t) - ]P)(Mn—i-l,t—l—l|Mn,t> - 1/3

3. (a)

La probabilité d’'un déplacement vers la gauche a chaque seconde est 1/3, les dé-
placements sont indépendants. Si B; est I’événement « Le point se déplace vers la
gauche aprés la i-éme seconde », on a P(B;) = 1/3 et les B; sont indépendants. Par
conséquent,

n—1 n—1 n—1 ]
_ — 1/2 2"
Yne N, (G =P(()Bin By =P(B,) [ P(B) = (g) S
i=1 =1

Les événements (G, sont disjoints et deux a deux incompatibles, donc

]P’(G)z]P’(U Gn> = PGy =) % (;)n_l :éz @)n:y

neN* neN* neN* neN

Note : On peut aussi raisonner sur I’événement contraire, et introduire la suite dé-
croissante des « pas de déplacement a gauche lors des n premiéres secondes ».

up = 1 (apres 0 secondes, le point se trouve a 'origine qui est paire).

P(D,+1|D,) = 1/3 (le point reste sur place).

P(D,11|D,) = 2/3 (le point se déplace vers la gauche ou vers la droite).

D,, et son contraire forment un systéme complet d’événements, d’aprés le théoréeme
de la probabilité totale,

Un4+1 = ]P)(Dn—H) = P(Dn)P(Dn+l|Dn) + P(D_n)P(Dn+1|D_n)
1 2 2 1

= S Un —(1— n) — 5 — FUn -
3u+3( Up) e

La suite (u,) est une suite arithmético-géométrique. On pose v, = u, — [ ou [ est la
limite (ou le point fixe) :

Alors, v,, vérifie



Donc, v, est une suite géométrique de raison —1/3 :

(-3)
Un = Vo _5 5

y +1 1 "+1
n=U,+=-=v|—3% —.
2 "\ 3 2

En utilisant ug = 1, on trouve vy = 1/2. Finalement, on trouve 'expression

1 1 n+1
Up == | —2 —.
2 3 2
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e Planche n° 10 : Deuxiéme partie — Exercice sans préparation - corrigé,

1. Soit v € R3 un vecteur qui a les mémes composantes (1, 72, z3) dans les deux bases.
On a alors :

V= X161 + T + T3z€3 = xl(el + 62) + $2(2€2 + 63) + l’3(363) (*)
Or, en développant le second membre, on trouve que :
$1(€1 + 62) + 132(262 + 63) + LL’3(363) = r161 + (131 + 21’2)62 + (IQ + 3$3)63

L’égalité (x) se traduit matriciellement par la relation suivante :

1 100 1
zo | =1 2 0 T
T3 01 3 XT3
Autrement dit
T 1 00 0 00
To ceKer| 1 2 0| —-I=Ker|[ 1 1 0
T3 01 3 01 2

Ce noyau n’est pas réduit au vecteur nul donc il existe au moins une solution.

2. On a:

T 000

To cKer| 1 1 0

T3 01 2
o { Ty = 2[E3

To = —2!L'3

Dou § = {(2z3, —2x3,23), 3 € R}. Les vecteurs ayant mémes coordonnées dans les
deux bases sont ceux de cette droite.

3. Plus généralement, il existera un vecteur de mémes composantes dans les bases B et B’
de R" si et seulement si la matrice de passage de B & B’ admet 1 pour valeur propre.
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e Planche n°11 : Premiére partie — Probléme avec préparation - corrigé,

1. La fonction est continue sur I'intervalle [0, 7] donc elle est intégrable sur [0, 7).

2. Une intégration par parties donne

/ £0 (2n+1))dt:zni_i_lf(())—i-2n2+1/0ﬂf’(t)cos<<2nT+1)t>dt_

3. On a par existence des intégrale, les bornes étant croissantes et par inégalité triangulaire

[ roee(E52)af < [

4. 1l est d’une part clair que 2f(0)/(2n 4 1) tend vers 0 lorsque n tend vers 4+o0o. D’autre
part, comme 2/(2n + 1) > 0

/Oﬂ f'(t) cos ((2n + 1)t/2)dt’ < 2n2—1— . /07T |f/(t)|dt.

Le membre de droite de cette inégalité tend vers 0, donc on a bien prouvé que

hm/f (2n+1>)dt:0.

5. On calcule I'intégrale en faisant deux intégrations par parties, les fonctions étant C!([0, 7)) :

/oﬂ(at2+bt)008(nt)dt = [(at2+bt)Mr_ /OW(QGHb)Sln(m)dt

0<
“2n+1

= 0— {(2at+b)%2(nt)]ﬂ—/ﬂ2acojglt)dt
(2am + b)(—1)" — b. v

n2

6. On écrit pour tout [1,n], cos(kt) = Re(e?") et on utilise la somme d’une série géomé-
trique de raison différente de 1 (puisque t €]0, 7). On obtient

it Li(nt1)t .
An('[j) = 1 + Re (%) — 1 + Re <ei(n+1)t/2 Sln(nt/2))

2 — ett 2 sin(t/2)
1 sin(nt/2)cos((n + 1)t/2)
- a7 sn(t/2)
Une petite formule de trigonométrie donne
1 1

A, (t) = x (sin((2n + 1)t/2) + sin(—t/2))

2 " 2sim(i/2)

ce qui finalement donne le résultat.
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e Planche n° 11 : Deuxiéme partie — Exercice sans préparation - corrigé,

1. On a
1 11 a b b
U3 = 1 11 et Ma,b = b a b
1 11 b b a

2. On a:

Ma,b = (CL - b)]g + bU3

3. Comme les matrices I3 et Uz commutent, on a pour tout £ € N

ME =Y ()@= oroun. e

=0

De plus la matrice V3 := Us/3 vérifie :

L’égalité (1) devient :

My, = (a—0b) 13+Z<l;> (a —b)F "t (bn)' V3

= (a—b)*I+ ((a—b+3b)F — (a — b))V,
(a + 2b)* — (a — b)*
3

= (a—b)k13+ U3.

4. De méme lorsque n > 3, on a
M,y = (a —b)1,, + bU,.

D’ou pour tout £ € N

zk:( )a—b“(bU) (4)

=0

Or V,; = U, /3 vérifie V? = V,, donc
(a—b+bn)k — (a—0b)k

n

MF, = (a—b)"IL, + U, .
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e Planche n°12 : Premiére partie — Probléme avec préparation - corrigé,

1. (a)

Chaque tiroir contient une clé avec probabilité p, et les événements sont indépen-
dants. La variable aléatoire 1" est donc la position du premier succeés dans une suite
d’épreuves de Bernoulli indépendantes.

T ~ loi géométrique(p) sur N* .
C’est la probabilité d’avoir n échec :

P(T >n) = (1—p)".

- 1 1—p
E(T)=> k-pl—p'== V()=
k=1 p
Le joueur gagne s’il trouve la clé parmi les k premiers tiroirs, c’est-a-dire si T' < k :
P(T<Ek)=1-P(T>k) =1—(1-p)"
Comme p €]0,1[,ona 0 <1 —p <1, donc (1 — p)* = 0 quand k — oco. Ainsi :

lim P(T < k) = 1.

k—o0

L’alarme se déclenche lorsqu'un tiroir numéroté multiple de 5 est ouvert. Le joueur
ouvre les tiroirs de 1 & IV, donc il faut qu’il y ait au moins un multiple de 5 strictement
inférieur & N, c’est-a-dire que N > 6. Cela correspond au cas ot le joueur subit au
moins 5 échecs avant de trouver la clé.

Or, pour une loi géométrique de paramétre p, la probabilité d’avoir au moins 5

échecs est :
P(A)=P(N >6) = (1 —p)5.

On a:

limP(A) = lim(1 — p)® = 1.

lim P(A) = lim(1 — p)
Lorsque p est trés petit, il faut en moyenne beaucoup de tentatives avant de trouver
la clé, donc le joueur ouvre presque stirement un tiroir piégeé.



(c) Notons X le nombre d’alarmes déclenchées. On a
X =) L g
k=1
Par linéarité de I'espérance :
E(X)=) P(N>ket5|k).
k=1
Or P(N > k) = (1 — p)*. Donc :
E(X) = S (1 p)".
m=1
C’est une série géométrique de raison (1 — p)3, donc :

(1-p)°

R T
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e Planche n°12 : Deuxiéme partie — Exercice sans préparation - corrigé,

1. Procédons par récurrence sur n. Soit P(n) la propriété

Il
—~
|
[a—
SN—
ol
—~
S
i
T
=
~—~
>
SN—
Q/-\
=
—~
>
SN—
=
i
T
=
—~
)
SN—
Q/-\
=
—~
Q
SN—
SN—"
+
—~
|
—_
SN—
3
:\
(-l
~
—~
8
SN—
Q/\
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e Par la formule d’intégration par parties P(1) est vraie.
e Supposons que P(n — 1) soit vraie a un certain rang n. Soit h = f’, qui est de classe
C"!. La formule au rang n — 1 appliquée a h et g donne

(—=1)F (A" D () g™ (0) =R (@) g™ (a)) +(—1)" / b hgt" ™Y
soit

b n—2 b
/ Mg =Y (=D 0)g® ) = F D (@)g® (@) + (—1)m / flgn b,

Par intégration par parties du dernier terme,

b b
/ Fg" = = f0)g" D (b) = fla)g™ D (a) - / fg™

on obtient que P(n) est vraie et donc que P est héréditaire.
e Donc P est vraie a tout rang n.

2. @, est un polynome de degré 2n, donc P,, sa dérivée n-iéme, est un polynéme de degré n.

3. Soit pour k la propriété P(k) : « il existe un polynéme Ay, tel que QW () = Ag(x)(2? —
1=k y.
e la propriété est vraie au rang 0 avec Ag = 1.
e Supposons que la propriété soit vraie & un certain rang k < n — 2. Alors il existe A

tel que
QI (2) = [Au(@)(@® = 1)" ] = [Af(w) — 204 (@)] (27 — )"
La propriété est donc héréditaire en prenant A, = A (x) — 2xAg(x) tant que

k<n-—1.



e Donc pour tout k < n—1, Q¥ (z) peut s’écrire sous la forme A(z)(z? — 1)"% ou A
est un polynome.

4. Pour tout k < n — 1, il existe un polynoéme A tel que Q' (z) = A(z)(z? — 1)+

5. D’apres la formule démontrée a la question 1 on a

1 1

/PnL = /Q;’L)L
-1 —1
n—1

= QIR () QUL ) + (1) [ Qe

k=0

Or d’une part pour tout k <n—1, on a szk)(l) = Q%k)(—l) = 0. Et d’autre part LW =0
car L est de degré inférieur ou égal a n — 1. Donc l'intégrale recherchée est nulle.
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e Planche n° 13 : Premiére partie — Probléme avec préparation - corrigé,

1. (a) L’athléte peut échouer dés le premier saut, auquel cas X,, = 0. Il peut aussi réussir a
passer les n hauteurs de saut, auquel cas X,, = n. Toutes les valeurs intermédiaires
étant possible, on en déduit que X, (2) = [0;n].
(b) [X, = 0] correspond & un échec dés la premiére hauteur, ce qui arrive avec probabilité
1 — p. Ainsi,

(c) On a:
(X, =n|=RiNRN---NR,

(d) D’aprés la formule des probabilités composées il vient :
P(ann):IP)(RlﬂRgﬁ---ﬂRn)
=P (R)P(Ry|R1) x -+ x P(R,|NIZ'R)
fry p X p X oo X p
(e) Soit k € [1;n —1]. )
(Xn=k)=(Rin---NRyN Ris1) .
(f) Toujours d’aprés la formule des probabilités composées, on a :
P(X,=k)=P(RiN---NRNRys1)
=P (R1)P(Ry|Ry) x -+ x P (Rp|NiZ{ Rj) P (Rpyr |5y R;)
=PpXPX - XpXg

=g
Pour k = 0, on a pfq = ¢ = P(X,, = 0) et la formule reste donc valable pour
k= 0.
2. Ona: )
Y P(X,=k)=) P(X,=k) +P(X,=n)
k=0 k=0
n—1
=> pig+p"
k=0
1 —p" n n n
=qX +pi=1-p"+p
L—=p



3. Le support de X, étant fini, X,, admet donc une espérance qui vaut :

n n—1 n—1
E(X,) =Y kP(X,=k) = kgp" +np"=(1—p)p>_ kp*~* + np" .
k=0 k=1 k=1

4. D’aprés le cours I'espérance d’une loi géométrique de paramétre p € [0, 1] vaut 1/p. Or
cette espérance vaut aussi par définition de I'espérance

o
>_kd'p
k=1

ou g =1 — p. Donc

k=1 __ 1
2= g

k=1

Donc en revenant au calcul de la question précédente on a donc en prenant p = ¢ :

+o0o
1
k:pk_l = —
2=

_p)2

Comme, par croissance comparée np” tend vers 0, lorsque n tend vers 400, il suit que

lim E(X,)= - .
i B () (I-p2 1-p
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Pour tout n € N, sin” est continue sur [0, 7/2] donc I,, existe.

1. Calculons les premiers termes :

/2 w/2
Iy = / lde = z, L = / sinzdr = [— cosyc]g/2 =1,
0 2 0
7'('/2 1 7r/2 1 1 7r/2
I, = / sin® zdr = —/ (1 —cos(2x))dz = = |x — = sin(2z) —_
; 2 J; 2 2 , 4

2. Pour tout n € N, sin" 2 > 0 sur [0, 7/2] donc I,, > 0. Comme sinx € [0, 1], si n augmente,
sin” z décroit donc la fonction intégrée décroit, et (I,,),en est décroissante.

3. La suite ([,,) est positive et décroissante, donc elle converge.
4. On utilise une intégration par parties sur I,, avec :

n—l(

u=sin""(z), dv=sin(z)dr, du= (n—1)sin" ?(z)cos(z)dz, v = —cos(z).

Alors :
w/2 /2 w/2
I, = / sin”(z)dz = — [sin" ! (z) cos(x)] ;" + (n — 1)/ sin” " %(z) cos?(x)du.
0 0
Le terme de bord est nul, donc :
w/2
I, =(n-— 1)/ sin"?(z)(1 — sin®(z))de = (n — 1)(Ln_z — I,).
0

5. On obtient : )
nl,=(m—Dl,_, = I,=—

I, .

Par changement d’indice, on a aussi :

1
ntlg
n—+ 2

Iﬁ+2::

6. Comme I,, est décroissante on a
]ﬁ Zi]ﬁ+1;2 In+2'

En divisant tout par I, > 0 il vient

]ﬁ+1 >.]ﬁ+2‘
L, = I

Donc par le théoréme d’encadrement et la question précédente

1>

I,
lim —H

n—oo [,

=1.
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1. La fonction f,, est dérivable sur [0, 1] et

nxn—l

fo(x) = o

Donc pour tout n € N*| f,, est décroissante sur [0, 1] et vaut 1 en 0 et 1/2 en 1.

2. Pour tout n € N*, la fonction f,, est continue sur [0, 1] donc son intégrale est définie sur
tout intervalle. Donc J,, est bien définie.

3. Une primitive de
1

1+ 22

X —

est Arctan donc -
Jo = Arctan(1) — Arctan(0) = 1

4. Pour tout z € [0, 1], on a
lim f,(x) = 1.
Enlona 1

5. Soit n € N*. On veut montrer que J,,1; > J,. Pour tout =z € [0,1], "™ < 2" (car
x € [0,1]), donc par décroissance de la fonction inverse sur R :

1 1

O<l4z"<i1+4+2"= > .
+x <l+=x x> 152

Par intégration et par croissance de l'intégrale :

| |
Joi1= | ———dz > dz = J,.
! /01+xn+1x—/01+:cn$

Donc la suite (J,,) est croissante.
Pour tout = € [0,1], on a 2 > 0, donc 1 4+ 2™ > 1 et ainsi f,(x) < 1. Donc par

croissance de l'intégrale :
1o 1
Jn:/ d$§/1dx:1.
o 14an 0

6. Donc la suite (J,,) est croissante et majorée. Comme (.J,,),, est croissante et majorée, elle
converge vers une limite ¢ € [0, 1].




7. Pour tout z € [1 —¢, 1],
1

14z
Donc par croissance de l'intégrale on a :

|
/ dr <e.
1751_{_‘%”

<1

8. Pour tout z € [0,1 —¢], on a

1 1
> .
I4+an — 1+ (1—e)

142" <14+ (1—¢)"=

Donc par croissance de l'intégrale :

=1 1—¢
de > ——m——.
o l+4an 1+ (1—¢)"

9. On a

1 1 1 " 1 1
]Jn—1|:1—Jn:1—/ dx:/ dxg/x”da:: )
o 1+am g L+am 0 n+1

Donc J, tend vers 1 quand n tend vers oco.
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1. Soit v € R? un vecteur qui a les mémes composantes (1, Ty, z3) dans les deux bases.
On a alors :

v = m1e1 + Taes + w363 = w1(e1 + ea) + xo(2e + e3) + x3(3e3) ()
Or, en développant le second membre, on trouve que :
z1(e1 + e2) + wa(2e2 + €3) + w3(3e3) = x1e1 + (T1 + 2x2)ex + (12 + 3x3)e3

L’égalité () se traduit matriciellement par la relation suivante :

1 1 00 1
To = 1 20 To
Z3 013 xs3
Autrement dit
1 1 00 0 00
To ceKer| 1 2 0| —-I=Ker|{ 1 1 0
T3 01 3 01 2

Ce noyau n’est pas réduit au vecteur nul donc il existe au moins une solution.
2. On a:

i 000

Ty cKer| 1 1 0

T3 01 2
o { Ty = 2[)’23

To = —2{['3

D'ou § = {(2z3, —2x3,x3), x5 € R}. Les vecteurs ayant mémes coordonnées dans les
deux bases sont ceux de cette droite.

3. Plus généralement, il existera un vecteur de mémes composantes dans les bases B et B’
de R" si et seulement si la matrice de passage de B & B’ admet 1 pour valeur propre.
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e Planche n°15 : Premiére partie — Probléme avec préparation - corrigé,

Exercice. — 1. Le Support de X est {2,3,4,---}.

2. Pour que le deuxiéme « pile » tombe au rang n, il faut :
— qu’il y ait exactement un seul « pile » parmi les n — 1 premiers lancers : ceci est un
événement de probabilité

(n I 1)P(l —p)"=(n—1p(l -p)"*.

— que le n-iéme lancer soit un « pile » : ceci est un événement de probabilité p.
Donc finalement :
P(X =n) = (n—1)p*(1—p)"

3. On a

S -t

k=0
En dérivant on obtient la formule :

quk 1 1_—)27 pour0<q<1.

En dérivant une seconde fois on obtient

. k-2 2
2k =1 =

k=0
4. N N
Y P(X=n)=> (n—1)p*(1—p""

Posons k =n — 2, doncn =k + 2, et k € N. On obtient :

Z k4 1)p*(1 —p)~.
k=0

En posant ¢ = 1 — p et en utilisant la question précédente, on obtient :

- 1
ZP(X:n):p2~—2:1.
n=2

p



= Zn P(X =n) = Zn(n —1)p*(1 — p)" 2.

Posons £k =n — 2, donc n = k + 2, et on obtient :
2 K 2
)=p*> (k+2)(k+1)(1—-p)==.
k=0 p

6. Etude qualitative :
— Lorsque p — 0, la piéce donne pile trés rarement. Il faut attendre longtemps pour
obtenir deux piles. On a alors E(X) — oo.
— Lorsque p — 1, on obtient pile presque & chaque lancer. Le second pile arrive deés le
2éme lancer avec probabilité proche de 1. On a donc E(X) — 2.
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Exercice. — 1. On calcule Im(A) = Vect{(1,1,0), (0,0,1)}.

2. L’image de A est un plan vectoriel.

3. Le systéme a une solution car 1 = 1. De plus comme rang(A) = 2, par le théoréme du
rang,

dim(Ker(A)) =3 —rang(A) =3 -2 =1.
Donc il y a une infinité de solutions car un systéme linéaire admet une unique solution
si et sulement si son systéme homogéne associé admet une unique solution.

4. Ce systéme a des solutions si et seulement si a = b et dans ce cas il y a une infinité de
solutions.

5. B est une matrice carrée de rang 3 donc elle est inversible. Le systéme BX =Y admet
donc une unique solution X = B~1Y.

6. Soit Z dans Im(AB), alors il existe X’ tel que ABX' = Z. Mais donc il existe un vecteur
X = BX' tel que AX = Z donc Z est aussi dans Im(A).

7. Soit Z un vecteur de Im(A) alors il existe X’ tel que AX’ = Z. Comme B est inversible
pour tout X’ il existe X tel que X’ = BX. On a ainsi ABX = Z donc Z est aussi dans
Im(AB).

8. On a Im(AB) = 2. Donc ce systyme n’admet de solution que si Y € Im(AB). Pour
analyser 'unicité, il faut étudier le noyau de AB : par le théoréme du rang, la dimension
du noyau est 3 — 2 = 1, donc s’il existe une solution il y en a une infinité.

9. Chaque ligne de N : NI satisfait

N'B =0.

Puisque B est inversible, cela implique

N =0,

(2

donc N = 0.



I Toulouse
School of
Economics

CONCOURS BLSES 2025

Epreuve orale d’admission : Mathématiques
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Exercice. — 1. On calcule

—+00

w

1 1
fx(z)dz = / 3x%dr = 3/ 22dx =
0 0

—0o0

Donc fx est bien une densité.

2. On calcule . .
1

IE(X):/ :L’~3x2da::3/ idr =3 - ==,

0 0 4 4

Calculons E(X?) :

1 1
E(X?) :/ 7% - 3ridr = 3/ ztdr =3 -
0 0
La variance est donc
Var(X) = E(X?) — (B(X))* =
3. Pour z < 0, Fx(z) = 0. Pour z € [0,1] :
g x 3
FX(x):/ Jtdt =3 — =a°.
0 3

Pour z > 1, Fx(z) = 1.
4. (a) Pour tout y € [0,1], on a :
Fy(y) =P(Y <y) =P(X* <y) = P(IX| < ) = P(X < /),

car X > 0.
Donc

Fy(y) = Fx(\y) = (Vo)* = y*/%

Pour y < 0, Fy(y) =0, et pour y > 1, Fy(y) = 1.



(b) La fonction de répartition Fy est de classe C! sur R sauf éventuelement en 0 et en 1.
De plus
lim Fy(y) =0= lim 4*% et lim Fy(y)=1= lim 1

y—0— y—0t y—1- y—1+

donc Fy est continue sur R. Dérivons Fy sur (0,1) pour obtenir fy :

d d 3
— _F _ .32 _ )
fr(y) 7 v(y) " 5V
Ainsi,
3
_\/ga Yy € [07 1]7
fr(y) = 2
0, sinon.

(c) On a E(Y) = E(X?) = 3/5.
5. (a) Pour w € [0,1], 'événement {IW < w} est

{min(X,1 - X) <w}={X <wlU{l-X <w}={X <w}U{X >1-w}

(b) Siz <1/2,alors1—x > 1/2et min{x,1—z} =2 <1/2.Siz >1/2,alors 1—x < 1/2
et min{z,1 —z} =1—2x <1/2. Donc W(Q) C]0,1/2[.
La fonction de répartition de W est

Fy(w)=PW <w)=P(X <woulX >1-—w).
e Soit w €]0,1/2[. On a :
P(X <w) = Fy(w) = v,

et,
P(X>1—-w)=1-Fx(1—w)=3w—3w?+uw

De plus, pour tout w < 1/2,
(X <w}n{X>1-w}=0.
Donc, par union disjointe
Fy (w) = 3w — 3w? + 2uw?®.

Et w>1, Fyy(w) = 1.
e Pour w < 0, Fyy(w) = 0.
e Pour w > 1/2, Fyy(w) = 1.
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Exercice. — 1. La fonction f est définie sur
D ={R} xR} U{R* xR }.

2. Sur ce domaine, f est composée de fonctions de classe C?, donc f € C*(D).
3. On a pour tout x € RY, f(x,z) =0.

4. Dérivées partielles premiéres :

of 1 Jy 1 of 1 [z 1

or 2Vaz 270 oy 2\y 2
On cherche les points critiques :

Y

af_(]:—zl:y:x, 0f_

— = —=0=—-=1=z=y.
ox x y v=y

x
)
Donc I'ensemble des points critiques est {(z,y) : © = y}.

5. Dérivées secondes :

a2—f:—1x’3/2y1/2 82_f:_1x1/2y,3/2 *f _ 1 1/2,-1/2
Ox? 4 T Oy? 4 T 0xdy 4 '

Lorsque x = y, le discriminant de la forme quadratique vaut 0. On ne peut pas
conclure directement.

6. En (z,z) on a déja vu que :

flxz,z) =0.

7. On a
lim f(1,y) = —oc0 .
y—00

Donc f n’admet pas de minimum global.
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Exercice. — 1. (a) F = Ker(f) ou f est la forme linéaire sur R? définie par f(z,y,z2) =
x — 2y + 2, donc (F,+,-) est un sous-espace vectoriel de (R3 +, ).
(b) K = Vect{(1,—2,1)} par exemple.
(¢) La matrice canonique de projection sur F' parallélement & K est donnée par :

1 1 =2 1 1 5 2 —1

P=Is——-| -2 4 -2 | =- 2 2 2
6 6

1 =2 1 -1 2 5

2. (a) Les vecteurs (1,1,1) et (1,2,3) sont libres et tout élément de F' s’écrit :

donc GG H=F.
(b)

T 1 2 -1 0 x
Plyl=Qz—y)|1l]=12 —-10 y
z 1 2 -1 0 z
3. (a) Pour tout z € R, on a :
2 2
f(x) = cos (x + w/4) = cos(z) cos(m/4) — sin(z) sin(7/4) = % cos(zx) — g sin(z).
(b) Pour tout x € R, on déduit :
V2

fl@) = V2g(a) = * hiw)
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Exercice. — 1. Si la boule noire n’est pas tirée lors des n premiers tirage la composition
de I'urne pour le prochain tirage sera : une boule noire et 2" boules blanches.

2. Soit n € N*. La formule des probabilités composées donne P (A,.41) = P (A,) Pa, (Ani1).
Or, au vu de 1 composition de I'urne (voir question précédente) et par équiprobabilité

de tirer chacune des boules, on a Py, (A,41) =

on 4+ 1°
271

On en déduit que : Vn € N*, up 1 = up - 5oy -

Soit n € N*,
Unp1 = —In (Upi1) = —In (u, - 23—11) =—In(u,) +In () =v, +In (14 ).
D’ou I’égalité demandée.

1
3.(a) f:a—In(1+ x) est concave sur R* — 4 car Vo € RY, f"(z) = ) <0etla
x

tangente en 0 & Cy a pour équation y = x.
Donc In(1 4+ z) < x sur R¥ (courbe en dessous de ses tangentes).

1
(b) On déduit, en prenant x = - dans l'inégalité précédente et en se servant de la

relation de récurrence qui définit la suite (v,), que pour tout & € N*, on a vg1 —vy <

1
1 o
- "1 1 2

2_](;‘
Donc, en sommant : Z (Vg1 — vg) <

k=1 k=1 1— =
1—-1= .
2

1
(¢) (vn)n>1 est donc croissante, car Vn € N, v, — v, = In (1 + 2—n) > (, et majorée

par 1+ v; d’apreés I'inégalité précédente.
Donc (vy,)n>1 converge vers un réel ¢ d’aprés le théoréme de convergence monotone.
Enfin, pour tout n € N*, on a u,, = e™"".
D’otl, par composition, (u,),>1 converge vers e*.
4. L’événement :« la boule noire est tirée » est le contraire de « la boule noire n’est jamais
+oo
tiré » , qui est égal & ﬂ A,.
n=1
Or, comme (A,,) est une suite décroissante d’événements, le théoréme de la limite

“+o0o
monotone donne P (ﬂ An> = lim P(4,) = lim u, = et
n—,oo n—oo

n=1

La probabilité cherchée vaut donc 1 — e~



