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1 Introduction

L'objet principal de cet article est d'o�rir une approche du probl�eme de la s�election du

m�ecanisme de vote au sein du conseil des repr�esentants d'une union f�ed�erale. Nous postu-

lons sans expliquer pourquoi (dans cet article) que plusieurs entit�es autonomes (des pays,

des r�egions, des communes,...) renoncent (on parle alors pudiquement de transferts de

comp�etences) �a exercer unilat�eralement leur autorit�e sur tout ou partie des questions de

politique �economique, soci�etale, militaire, diplomatique qui �etaient ou qui pourraient relever

de leur souverainet�e exclusive. Cet article n'est donc pas un article sur le f�ed�eralisme et par

cons�equent le lecteur ne doit pas s'attendre �a y trouver une analyse des gains et b�en�e�ces

d'une union f�ed�erale. Nous supposons que l'union f�ed�erale et les questions relevant de ses

comp�etences sont donn�ees au d�epart. De plus, nous supposerons qu'�a chaque fois qu'un

probl�eme de choix se pr�esente, il se pr�esente de fa�con binaire, c'est-�a-dire que les repr�esentants

en charge de prendre la d�ecision n'ont que deux choix possibles : voter pour ou voter con-

tre la proposition formul�ee. Dans la r�ealit�e, l'univers des choix est plus complexe et peut
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d'ailleurs faire l'objet lui-même de calculs strat�egiques1. Le mod�ele que nous avons en tête

est donc un mod�ele tr�es simpli��e qui accentue l'a�rontement entre deux camps sur chaque

question d�ebattue �a l'�echelon f�ed�eral2. En sus de ces simpli�cations, nous allons nous lim-

iter au cas d'un mod�ele de d�ecision collective o�u chaque entit�e (même si cette entit�e est

elle-même le th�eâtre de con
its sur les pr�ef�erences) est repr�esent�ee par un unique mem-

bre dont la pr�ef�erence re
�etera les opinions de son entit�e (parfois de mani�ere imparfaite

ou même biais�ee). Pratiquement, il s'agit d'�etudier un mod�ele de \Conseil des Ministres"

et non un mod�ele de parlement dont les membres auraient �et�e �elus �a la proportionnelle et

repr�esenteraient donc la diversit�e des pr�ef�erences de leur entit�e d'appartenance3. Dans le cas

du conseil des ministres, le principe \the winner takes all" s'applique sans nuances : chaque

repr�esentant s'aligne sur la position \dominante" chez ses concitoyens.

Ayant pr�ecis�e ces limites et r�eserves, nous pouvons formuler la question fondamentale qui

sera au coeur de cet article : �etant donn�e un ensemble d'entit�es dont certaines d�ecisions, pos-

tul�ees dichotomiques, sont prises par un conseil f�ed�eral o�u chaque entit�e est repr�esent�ee par

un unique repr�esentant, quel est le m�ecanisme de vote le meilleur au regard d'un objectif qui

reste �a d�e�nir ? Il s'agit donc d'une certaine mani�ere d'un probl�eme de \mechanism design"

ou de th�eorie du choix social dont le champ d'application est circonscrit mais qui couvre

un grand nombre de situations r�eelles. Les auteurs de cet article pensent tout d'abord4 au

conseil de l'Union Europ�eeenne, dit Conseil des Ministres, qui est une institution (comptant

28 repr�esentants en 2016, et bientôt 27 du fait du retrait annonc�e de la Grande Bretagne

de l'Union Europ�eenne) jouant un rôle de tout premier plan dans la prise de d�ecision des

questions Europ�eennes. Bien sûr, on ne saurait trop insister sur le fait que le Conseil de

l'Union Europ�eene ne prend pas seul les d�ecisions5. Son pouvoir est contrebalanc�e par celui

1La description de telles situations nous obligerait �a introduire un mod�ele explicite de d�etermination des
choix publics �a l'�echelon f�ed�eral o�u le rôle des di��erents acteurs et leur interaction feraient l'objet d'une
mod�elisation sp�eci�que.

2Peu de d�ecisions font l'unanimit�e comme l'illustre l'analyse des votes sur la p�eriode 1998-2004 conduite
par van Roozendaal, Hosli et Heetman (2012) sur les votes au sein du Conseil des ministres de l'Union
Europ�eenne. A titre d'illustration, en date du 21 septembre 2015, le conseil des ministres de l'int�erieur de
l'Union Europ�eenne a vot�e oui �a une large majorit�e (quatre pays, la Hongrie, la Roumanie, le Slovaquie et
la r�epublique tch�eque ont vot�e non) �a la prise en charge de 120 000 demandeurs d'asile fuyant leurs pays en
guerre (Irak, Lybie, Syrie, etc). Comme nous l'a fait remarquer un de nos arbitres, cette d�ecision n'a pas �et�e
suivie d'e�et. La question de la mise en oeuvre e�ective des d�ecisions ayant fait l'objet d'un vote n'est pas
abord�ee dans cet article.

3Donner un poids de 100 dans un total de 1000 au repr�esentant du pays �a chaque fois qu'il vote n'est pas
la même chose que de distribuer du mieux possible dans le parlement ce total de 100 entre les repr�esentants
des deux courants dans l'entit�e concern�ee.

4L'int�erêt pour ces questions est loin d'être r�ecent : Theil et Schrage (1977) est un article pionnier �a bien
des �egards.

5Le processus de cod�ecision est complexe ; voir Napel et Widgren (2006) pour une analyse parmi d'autres.
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du Parlement Europ�een, de la Commission Europ�eenne et du Conseil Europ�een. Avant le

trait�e de Lisbonne, le m�ecanisme de vote �etait essentiellement un m�ecanisme majoritaire

pond�er�e avec majorit�e quali��ee de 260 sur un poids total de 352 (environ 74%). Les poids

de la France et de l'Allemagne y �etaient de 29 alors que les poids de la Pologne et de

l'Espagne �etaient de 27, etc ... et celui de Malte de 3. Le trait�e de Lisbonne a supprim�e

la pond�eration arbitraire des voix et instaur�e un syst�eme �a double majorit�e pour l'adoption

des d�ecisions. La majorit�e quali��ee est atteinte si elle regroupe au moins 55 % des �Etats

membres repr�esentant au moins 65 % de la population de l'Union Europ�eenne. Lorsque le

Conseil ne statue pas sur une proposition de la Commission, la majorit�e quali��ee doit alors

atteindre au moins 72 % des �Etats membres repr�esentant au moins 65 % de la population.

Un tel syst�eme attribue donc une voix �a chaque �Etat membre tout en tenant compte de son

poids d�emographique6. Ce nouveau syst�eme de vote �a la majorit�e quali��ee est applicable

depuis le 1er novembre 2014 (mais avec une possibilit�e d'utilisation du syst�eme de vote d�e�ni

par le trait�e de Nice au cas par cas jusqu'au 31 mars 2017). Au nom de quelle logique ces

poids ont-ils �et�e propos�es ? Ce nouveau trait�e est le ni�eme �episode d'une longue histoire

d'âpres discussions et controverses souvent concomitantes aux op�erations d'�elargissement.

Une p�etition initi�ee par des chercheurs a même circul�e pour r�eclamer au nom de la science

une repr�esentation des �Etats bas�ee sur la racine carr�ee de leur population (et non directe-

ment sur leur population)7. Aujourd'hui mais moins qu'hier le syst�eme est complexe car il

fait intervenir plusieurs m�ecanismes de vote qu'une proposition doit passer avec succ�es pour

pouvoir être adopt�ee : superposer des crit�eres faisant intervenir la population des pays ou

leur nombre et des quotas associ�es rend ainsi plus di�cile l'adoption d'une mesure.

A des nuances institutionnelles pr�es, la question ci-dessus se pose dans bien d'autres

contextes. Par exemple, elle se pose en France au niveau des structures intercommunales :

les communes repr�esent�ees au sein d'une structure intercommunale n'ont pas toutes le même

nombre de d�el�egu�es et, si tant est que ces d�el�egu�es votent en bloc par commune, le même

poids (voir par exemple Bisson, Bonnet, Lepelley (2004)). Elle se pose aussi indiscutablement

au sein des grandes organisations internationales qui prennent des d�ecisions concernant tous

les pays membres, comme par exemple le FMI (voir Leech (2002b)). D'une certaine mani�ere,

le probl�eme couvert dans cet article est �egalement formellement �equivalent �a celui d'un pays

6Le trait�e de Lisbonne pr�evoit �egalement une minorit�e de blocage compos�ee d'au moins quatre �Etats
membres repr�esentant plus de 35 % de la population de l'Union.

7Il nous est impossible de faire l'inventaire de toutes les contributions sur ce sujet. Citons cependant,
sans être exhaustif, Felsenthal et Machover (2001, 2003), Kirsch, S lomiczy�nski, et _Zyczkowski (2007), Kurth
(2008), Laruelle et Widgren (1998), Leech (2002a), _Zyczkowski et S lomiczy�nski (2006). On doit aussi men-
tionner le travail r�ecent sur le trait�e de Lisbonne de Kurz et Napel (2015).
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dot�e d'un r�egime pr�esidentiel domin�e par deux partis politiques principaux et qui aurait h�erit�e

de son histoire une structure f�ed�erale (d�ecoupage du pays en �Etats) obligeant l'�election du

pr�esident �a être indirecte et du type \le gagnant d'un �Etat r�ecup�ere tous les grands �electeurs

de l'�Etat". On aura reconnu dans cette description le contexte du coll�ege �electoral am�ericain

et les modalit�es d'�election de son pr�esident. Même si on maintient le syst�eme en l'�etat, on

est en droit de se demander en vertu de quels principes la Californie dispose de 55 grands

�electeurs alors que le Texas n'en compte que 38 ! On voit donc apparâ�tre au travers de tous

ces exemples un d�enominateur commun qui prend appui sur la nature de second rang du

probl�eme pos�e : �etant donn�e des fronti�eres naturelles entre entit�es/districts/ �Etats/communes

et l'impossibilit�e cons�equente d'organiser un m�ecanisme de vote direct, quelle est la meilleure

fa�con d'organiser un m�ecanisme de vote indirect ? Et plus pr�ecisement, dans un syst�eme de

type \conseil des ministres", quel poids doit-on donner �a chaque repr�esentant et quel quota

doit-on utiliser sachant que le comportement du repr�esentant en r�eaction aux pr�ef�erences des

membres de son entit�e est une donn�ee hors du champ de l'optimisation ? Nous insistons

sur le fait qu'au moment o�u la conception du m�ecanisme le plus appropri�e est formul�ee,

l'incertitude concernant les pr�ef�erences des citoyens des entit�es n'a pas �et�e lev�ee. Nous ne

sommes donc pas �a un stade ex post mais �a un stade ex ante c'est-�a-dire constitutionnel

(Curtis (1972), Rae (1969), Scho�eld (1972)) o�u l'on cherche �a mettre en place des r�egles

durables car elles seront utilis�ees de fa�con r�ep�et�ee.

Le mot \meilleur" n'est bien sûr pas d�epourvu d'ambigu��t�e. Dans le contexte politique

de la derni�ere illustration, on songe imm�ediatement �a un principe �egalitariste (\one man one

vote"). La voix d'un �electeur du Texas doit avoir le même poids que celle d'un �electeur de

Californie. Similairement, dans le contexte de l'Union Europ�eenne, on peut l�egitimement

souhaiter que la voix d'un citoyen polonais compte de la même fa�con que celle d'un citoyen

portugais. Il conviendrait ainsi de faire en sorte que le \pouvoir" d'un �electeur (qui reste

�a ce stade un concept �a d�e�nir) soit le même quel que soit l'�Etat o�u il r�eside. Il reste

cependant que dans d'autres contextes, on pourra juger opportun de remplacer cet objectif

�egalitariste par un objectif utilitariste o�u les enjeux (\stakes") des di��erents �electeurs sont

pris en consid�eration8. Nous retrouvons de fait, pour juger des qualit�es d'un m�ecanisme de

vote indirect, un crit�ere tr�es commun en �economie publique, �a savoir la maximisation de la

somme des utilit�es. On verra alors que la principale implication du crit�ere utilitariste est

une version du principe majoritaire o�u les di��erentes entit�es ont des poids di��erents : le vote

majoritaire pond�er�e. Au nombre des �el�ements �a prendre en compte dans la d�etermination

8Voir Fleurbaey (2008). Pour une discussion fort instructive du point de vue de la philosophie politique,
voir Brighhouse et Fleurbaey (2010).
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de la pond�eration �gure naturellement la taille des populations des entit�es. Une entit�e

plus peupl�ee devrait jouir d'un poids plus grand mais comment cette prise en compte de la

d�emographie se d�ecline-t-elle dans le d�etail ? L'id�ee la plus courante est l'id�ee de propor-

tionnalit�e : repr�esenter chaque entit�e �a la hauteur de sa population. La proportionnalit�e

est une id�ee simple et profonde qui a des racines philosophiques anciennes et nous verrons

dans cet article que l'approche d�evelopp�ee ici con�rme cette intuition de bon sens dans de

nombreux cas ; en particulier lorsque les pr�ef�erences des citoyens d'une même entit�e sont

parfaitement corr�el�ees, le vecteur des poids optimaux du point de vue de l'utilitarisme est le

vecteur des populations. Naturellement, si les variables poids sont soumises �a des contraintes

d'int�egralit�e (comme dans le coll�ege �electoral am�ericain), il faut arrondir ceux-ci ; il y a alors

de nombreuses fa�cons de d�ecliner le principe de proportionnalit�e qui sont loin d'avoir les

mêmes propri�et�es axiomatiques (voir Balinski et Young (1982), Pukelsheim (2014)). Dans

le pr�esent travail, nous nous a�ranchirons des contraintes enti�eres.

Par ailleurs, il est important de noter que l'objectif utilitariste ne d�ebouche pas n�ecessaire-

ment sur une version aussi simple de la proportionnalit�e. Il pourra aussi d�eboucher sur une

version d�egressive de la proportionnalit�e lorsque le poids relatif du repr�esentant d'un pays

rapport�e �a sa population d�ecrô�t en fonction de sa population. Par exemple, nous verrons

que dans l'hypoth�ese extrême o�u tous les pays sont parfaitement cliv�es, les poids optimaux

dans le cas utilitariste/lin�eaire �evoluent comme la racine carr�ee de la population. Nous

rencontrerons plusieurs autres sc�enarios qui vont dans cette direction. Notons en�n que

dans l'examen d'un probl�eme proche, celui de la d�etermination du nombre de repr�esentants

de chaque pays dans le parlement Europ�een, le principe de proportionnalit�e d�egressive a

fait l'objet d'une �etude sous l'autorit�e d'un panel d'experts qui a d�ebouch�e sur une r�egle de

proportionnalit�e d�egressive qui se pr�esente comme une solution a�ne (un poids minimal et

une augmentation incr�ementale proportionnelle �a la population ensuite) appel�ee \compromis

de Cambridge" (Laslier (2012)).

L'article est organis�e comme suit. Apr�es avoir pr�esent�e formellement le probl�eme de

d�ecision collective �etudi�e, la seconde section expose notre sc�enario canonique, celui de la

solution au probl�eme de vote indirect optimal dans le cas o�u l'objectif est la maximisation

de la somme des utilit�es esp�er�ees. Cette solution, dont la version g�en�erale est due �a Barber�a et

Jackson (2006), est d�ecrite et compar�ee �a plusieurs autres contributions importantes de même

nature. Une discussion de certains aspects de la solution de Barber�a et Jackson prolongera

son expos�e dans la section 3. La section 4 est consacr�ee �a l'examen du probl�eme lorsque nous

envisageons d'autres crit�eres que la maximisation de l'utilit�e pour juger de la pertinence d'une

r�egle de vote indirecte. Dans la section 5, la nature même du mod�ele canonique est chang�ee
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: nous pr�esenterons plusieurs contributions pour lesquelles nous abandonnons l'hypoth�ese de

choix dichotomique entre deux options pour des ensembles de d�ecision plus riches.

2 Le M�ecanisme Optimal dans le Cas de l'Utilitarisme

2.1 Le Contexte : �Electorat Al�eatoire et M�ecanisme de Vote

Nous souhaitons d�ecrire ici formellement la situation d'une communaut�e d'entit�es/districts

qui ont renonc�e �a exercer leur souverainet�e sur un ensemble de questions. Ces entit�es peuvent

être des pays comme dans le cas de l'Union Europ�eenne, ou des �Etats comme dans le cas

des �Etats-Unis d'Am�erique ou encore des municipalit�es comme dans le cas des communaut�es

de communes et d'agglom�erations fran�caises. Chaque entit�e composant cette f�ed�eration est

peupl�ee par des individus/citoyens et nous consid�erons dans cette section comme dans la

suivante qu'ultimement, seul le bien-être des citoyens r�esidant dans ces entit�es est pris en

compte dans l'�evaluation de la d�ecision collective. Formellement, la population totale de la

\f�ed�eration" not�ee N = f1; 2; :::; ng est partitionn�ee en K districts Nk; k = 1; :::; K9: Nous

noterons nk le nombre de citoyens habitant le district k ; on supposera que nk est impair. Ces

K districts sont suppos�es d�ecrire des fronti�eres naturelles et/ou anciennes et nous insistons

sur le fait que le red�ecoupage de ceux-ci n'est pas une variable d'optimisation : la carte des

districts est donc exog�ene.

Nous supposons que les d�ecisions qui s'appliquent �a l'�echelon f�ed�eral sont prises par un

comit�e compos�e d'un repr�esentant de chaque district : le comit�e comprend donc K membres.

Nous supposerons par ailleurs que la d�ecision est de nature binaire : pour (cod�ee 1) ou contre

(cod�ee 0) une proposition qui est faite pour remplacer le statu quo (et qui, le cas �ech�eant,

a �et�e pr�epar�ee �a l'avance en commission). Au sein du comit�e, les membres devront voter

par oui ou par non �a la proposition soumise10. Nous supposerons que l'abstention n'est pas

possible/permise. La d�ecision au sein du conseil est alors d�ecrite par un m�ecanisme de vote

C. Pr�ecis�ement, C est une fonction de f0; 1gK dans f0; 1g, o�u C prend la valeur 1 si la

proposition est retenue et 0 sinon. Dans le cas o�u C est monotone, la notion de m�ecanisme

de vote est une notion combinatoire (appel�ee parfois fonction bool�eenne) qu'il est commode

de d�ecrire de fa�con �equivalente �a l'aide de la notion de jeu simple (Shapley (1962), Taylor et

9i.e. N = [1�k�KNk et Nk \N l = ? pour k 6= l:
10Le probl�eme du choix social dichotomique �a valeurs priv�ees sans transferts mon�etaires peut être formul�e

en toute g�en�eralit�e (c'est-�a-dire sans exclure a priori la possibilit�e de r�ev�eler partiellement l'intensit�e des
utilit�es pour les deux options) en utilisant la terminologie et les outils du \mechanism design". Les implica-
tions de di��erentes versions des contraintes d'incitation sont explor�ees dans Azrieli et Kim (2014) et Schmitz
et Tr�oger (2012).
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Zwicker (1999)), notion importante en th�eorie des jeux coop�eratifs et �a laquelle est consacr�e

l'appendice.

Outre la carte des districts et les caract�eristiques d�emographiques de ceux-ci, l'input de

base est constitu�e par l'utilit�e que les di��erents citoyens retirent de la proposition si elle

est retenue ou rejet�ee. L'espace des �etats possibles est l'ensemble des pro�ls d'utilit�es. En

normalisant �a 0 l'utilit�e de chaque citoyen dans le cas d'un rejet de la proposition, un �etat

possible est donc un vecteur U = (U1; U2; :::; Un) 2 Rn : le type du citoyen i est un nombre

r�eel Ui d�ecrivant son utilit�e nette pour l'alternative 1. Une valeur Ui > 0 (resp. < 0) indique

que l'individu i pr�ef�ere l'option 1 au statu quo 0 (resp. 0 �a 1). Un mod�ele al�eatoire est d�ecrit

par une loi de probabilit�e jointe � sur l'ensemble des �etats possibles Rn. Nous noterons

Pr�(A) la probabilit�e de l'�ev�enement A � Rn: On notera �k la marginale du district k et �i

la marginale du citoyen i. Le mod�ele al�eatoire � est dit neutre si pour tout k = 1; :::; K et tout

ensemble mesurable T � Rnk ;Pr�k(T ) = Pr�k (�T ). Le mod�ele al�eatoire � est sym�etrique

si pour tout k = 1; :::; K et tout ensemble mesurable T � Rnk et toute permutation � de

Nk, Pr�k (T ) = Pr�k (� (T )) o�u � (T ) � fu 2 Rnk : 9 v 2 T tel que u = � (v)g. On remarque

que si � est sym�etrique, alors pour tout k = 1; :::; K: E(Uj j Uj � 0) = E(Ui j Ui � 0) et

E(Ui j Ui � 0) = E(Uj j Uj � 0) pour tout i; j 2 Nk. Dans cet article, nous supposerons

que les pr�ef�erences des citoyens sont ind�ependantes entre districts.

Le m�ecanisme de d�ecision comporte donc deux �etages (two tier mechanism). Une premi�ere

fonction d�ecrit comment les pr�ef�erences des citoyens des di��erentes entit�es in
uencent l'opinion

de leurs repr�esentants (notons ici qu'un repr�esentant est d�ecrit par une opinion et non par

une utilit�e). Formellement, ceci est d�ecrit par une fonction m : Rn ! f0; 1gK ; mk(U) = 1

signife que dans le cas du vecteur U; le repr�esentant de l'entit�e k est en faveur de 1. Nous

supposerons que mk ne d�epend que du sous-vecteur Uk. Si le repr�esentant suit l'opinion ma-

joritaire dans son district, mk(U) = 1 ssi
���i 2 Nk : Ui > 0

	�� � nk
2

(on peut alors parler de

repr�esentant de type majoritaire). Si en revanche le repr�esentant base son vote sur le crit�ere

utilitariste restreint �a son district, mk(U) = 1 ssi
P

i2Nk Ui � 0 (on peut alors parler de

repr�esentant de type utilitariste)11. La seconde fonction, not�ee C ci-dessus, d�ecrit comment

les votes des repr�esentants (m1(U); :::;mK(U)) = m(U) sont transform�es en une d�ecision

collective.

11Dans ces deux cas, nous avons suppos�e que le repr�esentant choisissait 1 dans le cas o�u la version stricte
du crit�ere ne permet pas de conclure.
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2.2 Le Th�eor�eme de Barber�a et Jackson

Nous allons nous concentrer ici sur un crit�ere d'optimisation particulier, �a savoir la maximi-

sation de la somme des utilit�es esp�er�ees. Faute d'espace, nous n'allons pas �a ce stade o�rir

une d�efense axiomatique de ce crit�ere de choix social12.

Ex ante, c'est-�a-dire avant de d�ecouvrir sa propre (d�es)utilit�e pour l'adoption de la propo-

sition, chaque citoyen i �evalue son utilit�e esp�er�ee Wi (C; �) pour le m�ecanisme C. Avec les

notations ci-dessus :

Wi (C;�) = E� [C(m(U))Ui] = E [C(m(U))Ui]

Le bien-être utilitariste est donc �egal �a :

W (C;�) =
nX
i=1

Wi (C;�)

=
nX
i=1

Pr� [C(m(U)) = 1]� E� [Ui j C(m(U)) = 1]

Le choix optimal ex post est 1 (respectivement 0) lorsque
Pn

i=1 Ui > 0 (respectivement

< 0). Ce choix optimal ne sera pas en g�en�eral r�ealis�e par le m�ecanisme consid�er�e. Non

seulement toute ou partie de l'information sur l'intensit�e des pr�ef�erences disparâ�t mais la

d�el�egation �nale de la d�ecision �a des repr�esentants ouvre la porte �a une di��erence entre le

choix des repr�esentants et le choix �a l'�echelle de la population toute enti�ere. Nous recherchons

ici le (les) m�ecanisme(s) de vote C maximisant l'esp�erance totale d'utilit�e, qui s'�ecrit:

W (C;�) = E

"
nX
i=1

C(m(U))Ui

#

Par d�e�nition :

E

"
nX
i=1

C(m(U))Ui

#
=

X
(r1;:::;rK)2f0;1gK

E

"
nX
i=1

C(r1; :::; rK)Ui j m1 (U) = r1; :::;m
K(U) = rK

#
�Pr�

�
U : m1 (U) = r1; :::;m

K(U) = rK
�

12Le lecteur pourra consulter avec pro�t Fleurbaey (2008) pour une discussion de cette question dans le
contexte de choix social examin�e ici.
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=
X

(r1;:::;rK)2f0;1gK
C(r1; :::; rK)

"
KX
k=1

E

"X
i2Nk

Ui j m1 (U) = r1; :::;m
K(U) = rK

##
�Pr�

�
U : m1 (U) = r1; :::;m

K(U) = rK
�

Puisque, par hypoth�ese, les utilit�es sont ind�ependantes entre districts, l'utilit�e totale

esp�er�ee s'�ecrit plus simplement comme suit :

X
(r1;:::;rK)2f0;1gK

C(r1; :::; rK)

(
KX
k=1

E

"X
i2Nk

Ui j mk (U) = rk

#)
�Pr�

�
U : m1 (U) = r1; :::;m

K(U) = rK
�

On d�eduit de cette expression que si l'on peut trouver un m�ecanisme C maximisant

C(r1; :::; rK)
PK

k=1E
�P

i2Nk Ui j mk (U) = rk
�

pour toute r�ealisation possible r = (r1; :::; rK) 2
f0; 1gK , ce m�ecanisme C maximisera, a fortiori, la somme pond�er�ee de ces expressions. On

remarque imm�ediatement que ce m�ecanisme existe et v�eri�e :

C(r1; :::; rK) =

�
1 si

PK
k=1E

�P
i2Nk Ui j mk (U) = rk

�
> 0

0 si
PK

k=1E
�P

i2Nk Ui j mk (U) = rk
�
< 0

(1)

D�e�nissons pour chaque district k les poids suivants :

wk1 = E

"X
i2Nk

Ui j mk (U) = 1

#
et wk0 = �E

"X
i2Nk

Ui j mk (U) = 0

#

Avec ces notations, les formules (1) ci-dessus s'�ecrivent :

C(r1; :::; rK) =

�
1 si

P
k:rk=1

wk1 >
P

k:rk=0
wk0

0 si
P

k:rk=1
wk1 <

P
k:rk=0

wk0

ou encore :

C(r1; :::; rK) =

(
1 si

P
k:rk=1

wk >
PK

k=1w
k
0

0 si
P

k:rk=1
wk <

PK
k=1w

k
0

o�u wk � wk0+wk1 pour tout k = 1; :::; K. Dans le cas particulier o�u
P

k:rk=1
wk =

PK
k=1w

k
0 ,

les choix 0 et 1 d�e�nissent le même niveau d'utilit�e totale esp�er�ee. Rappelons �egalement que
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bien que le m�ecanisme soit d�ecrit par un vecteur de poids et un quota, ce qui importe avant

tout est l'inventaire des coalitions d�ecisives13. On peut donc �enoncer le th�eor�eme suivant :

Th�eor�eme (Barber�a et Jackson (2006))

Si les utilit�es sont ind�ependantes entre districts, les m�ecanismes C qui maximisent l'utilit�e

totale esp�er�ee sont repr�esent�es par :

C(r1; :::; rK) =

8><>:
1 si

P
k:rk=1

wk >
PK

k=1w
k
0

0 si
P

k:rk=1
wk <

PK
k=1w

k
0

0 ou 1 si
P

k:rk=1
wk =

PK
k=1w

k
0

(2)

Il convient maintenant de comprendre plus en profondeur �a quoi ressemble ce m�ecanisme

optimal et le rôle des di��erentes hypoth�eses qui ont permis de d�eriver ce r�esultat. Ce qui est

tr�es surprenant est que le m�ecanisme optimal est toujours un jeu majoritaire pond�er�e alors

que la classe des jeux simples concevables est beaucoup plus grande, comme l'illustrent les

�enum�erations report�ees dans l'appendice.

Nous dirons que le district k est biais�e avec un biais 
k > 0 si :

E

"X
i2Nk

Ui j mk (U) = 0

#
= �
kE

"X
i2Nk

Ui j mk (U) = 1

#

Le biais d'un district d�e�nit la di��erence entre l'utilit�e totale esp�er�ee du district lorsque

son repr�esentant vote 1 et l'utilit�e totale esp�er�ee du district lorsque son repr�esentant vote 0.

Dans ce cas le m�ecanisme optimal est d�ecrit par les poids wk1 (1 + 
k) pour k = 1; :::; K et le

quota
PK

k=1 
kw
k
1 .

On note que dans le cas o�u le biais est le même dans tous les districts, not�e 
, alors le

m�ecanisme de vote s'�ecrit simplement :

C(r1; :::; rK) =

(
1 si

P
k:rk=1

wk1 >



+1

PK
k=1w

k
1

0 si
P

k:rk=1
wk1 <




+1

PK
k=1w

k
1

Le vote \pour" de chaque membre k du comit�e est a�ect�e d'un poids wk1 qui sera not�e

(sauf mention contraire) wk dans la suite de cet expos�e. Le vote pour la proposition l'emporte

si la fraction des poids des supporters d�epasse un seuil qui d�epend du biais. On remarque au

passage que si les districts ne sont pas biais�es, c'est-�a-dire si 
 = 1, alors le seuil correspond

13Nous avons d�ej�a alert�e le lecteur sur le fait qu'un m�ecanisme de vote est un objet combinatoire et que
les poids servent uniquement d'auxiliaires de repr�esentation.
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au seuil majoritaire ordinaire de 50%. Dans la suite, nous nous r�ef�ererons au vecteur w(�) =�
w1(�); w2(�); :::; wK(�)

�
comme �etant le vecteur de poids de Barber�a-Jackson.

On notera que le biais peut avoir deux sources di��erentes. La distribution de probabilit�e

peut elle-même exprimer un biais en faveur de l'une ou l'autre des options (alors que le

repr�esentant n'est pas biais�e en faveur d'une option). Par exemple, si le repr�esentant n'est

pas biais�e mais si pour tout i; Ui prend les valeurs �
 < �1 et 1 avec la probabilit�e 1
2
, un

vote en faveur de la r�eforme r�ev�ele un gain plus faible que la perte attach�ee �a un vote contre

la r�eforme. Il n'est donc pas surprenant en pareil cas de voir le quota être �elev�e au seuil

de 


+1

> 1
2

: pour d�efaire le statu quo, il faut une majorit�e quali��ee de taille su�sante.

Mais le biais peut r�esulter du comportement du repr�esentant. Ce sera le cas par exemple

si le repr�esentant du district k vote pour la proposition uniquement si tous les citoyens du

district k votent de la sorte.

Notons en�n que dans le cas o�u les repr�esentants sont de type majoritaire, les poids

de Barber�a-Jackson peuvent être n�egatifs : le m�ecanisme optimal n'est pas n�ecessairement

monotone si l'esp�erance de la somme des utilit�es dans un district est du signe contraire de la

d�ecision de son repr�esentant (majoritaire). Par exemple, dans le cas o�u le district k est tel

que nk = 3 et � est �equiprobable sur les vecteurs (1; 1;�3) et (�1;�1; 3) et leurs permut�es,

on obtient : wk1 = wk0 = �1. Cette situation pathologique intervient exlusivement dans des

cas de mod�eles al�eatoires un peu arti�ciels comme celui pr�esent�e ci-dessus14. Dans la suite

de cet article nous supposerons que les poids de Barbera-Jackson sont positifs.

Nous supposerons aussi que pour tout j 2 N; �j n'a pas de masse en 0. Par ailleurs,

nous allons laisser de côt�e la question du biais et supposer, sauf mention contraire, que les

repr�esentants des districts sont des repr�esentants de type majoritaire. Pr�ecis�ement, pour

ce faire, nous supposerons que le mod�ele al�eatoire � est neutre15. On v�eri�era en e�et que

dans ce cas : wk1 = wk0 ; Pr�(Ui > 0) = Pr�(Ui < 0) = 1
2
; E [Ui j Ui > 0] = �E [Ui j Ui < 0]

pour tout i 2 Nk et Pr�(m
k (U) = 0) = Pr�(m

k (U) = 1) = 1
2

pour tout k = 1; :::; K: Par

ailleurs, une attention particuli�ere sera accord�ee �a plusieurs cas particuliers importants. Au

nombre de ceux-ci, �gure le cas binaire qui correspond au cas o�u pour tout i 2 N , Ui prend

deux valeurs sym�etriques par rapport �a 0 (disons 1 et -1)16. Dans ce cas, le m�ecanisme qui

14Barber�a et Jackson n'imposent pas �a leur m�ecanisme d'être monotone. Notons que si un m�ecanisme
n'est pas monotone, il n'est plus dans l'int�erêt du repr�esentant de reporter la v�eritable opinion majoritaire.
Notons en�n que d'ordinaire, la d�e�nition de la notion de jeu majoritaire pond�er�e suppose des poids positifs.
15La condition Pr�k(Ui > 0) = Pr�k(Ui < 0) = 1

2 n'est pas su�sante pour garantir cette propri�et�e. L'un
des nos arbitres nous a propos�e le contre exemple �k suivant : un district k de taille 5, dans lequel chacune des
10 coalitions de taille 3 se r�ealise avec probabilit�e 3=40; et chacune des coalitions de taille 1 avec probabilit�e
1=20. Bien que chaque citoyen du district k soit en faveur de 1 une fois sur 2, la majorit�e l'est 3 fois sur 4.
16Dans ce cas binaire on voit qu'il n'y a que deux cas possibles pour chaque citoyen (et aussi chaque
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maximise l'utilit�e totale ex post est le m�ecanisme majoritaire ordinaire (�a un seul �etage) :

l'esp�erance de l'utilit�e totale du m�ecanisme ex post optimal est donc l'esp�erance de la taille

du groupe majoritaire. En revanche, le m�ecanisme optimal dans le cas o�u il y a deux �etages

et o�u le repr�esentant suit sa majorit�e peut produire des d�ecisions collectives tr�es di��erentes

du m�ecanisme majoritaire, même dans le cas o�u les districts sont �equipeupl�es et identiques

du point de vue de la loi �:

2.3 Comparaison des M�ecanismes �a l'Aide des Poids de Barber�a-

Jackson dans le Cas Neutre

L'utilit�e totale W (C;�) �evalu�ee �a l'�echelle de la f�ed�eration est �egale �a :

X
k

Pr�
�
C(m(U)) = 1 and mk(U) = 1

�
� E

"X
i2Nk

Ui j C(m(U)) = 1 and mk(U) = 1

#
+

X
k

Pr�
�
C(m(U)) = 1 and mk(U) = 0

�
� E

"X
i2Nk

Ui j C(m(U)) = 1 and mk(U) = 0

#

qui en raison de l'ind�ependance entre districts se simpli�e :

X
k

Pr�
�
C(m(U)) = 1 and mk(U) = 1

�
� E

"X
i2Nk

Ui j mk(U) = 1

#
+

X
k

Pr�
�
C(m(U)) = 1 and mk(U) = 0

�
� E

"X
i2Nk

Ui j mk(U) = 0

#

Puisque � est neutre :

wk1 = E

"X
i2Nk

Ui j mk(U) = 1

#
= �E

"X
i2Nk

Ui j mk(U) = 0

#
= wk0

on en d�eduit :

W (C;�) =
X
k

wk(�)

�
Pr�

�
C(m(U)) = 1 and mk(U) = 1

�
�Pr�

�
C(m(U)) = 1 and mk(U) = 0

� �
district) : être du bon côt�e (voir sa pr�ef�erence adopt�ee par le conseil) ou du mauvais côt�e (voir le conseil
prendre la direction oppos�ee). La question de l'intensit�e de la perte ou du gain a disparu.
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Or,

Pr�
�
C(m(U)) = 1 and mk(U) = 1

�
� Pr�

�
C(m(U)) = 1 and mk(U) = 0

�
=

�
Pr�

�
C(m(U)) = 1 and mk(U) = 1

��
+
�
Pr�

�
C(m(U)) = 0 and mk(U) = 0

��
�
�
Pr�

�
C(m(U)) = 1 and mk(U) = 0

�
+ Pr�

�
C(m(U)) = 0 and mk(U) = 0

��
Nous d�eduisons �egalement de la neutralit�e de � que le second terme du membre droit de

cette �egalit�e vaut Pr�
�
mk(U) = 0

�
= 1

2
. Le premier terme est �egal �a la probabilit�e de succ�es.

Puisque Pr�
�
mk(U) = 0

�
= Pr�

�
mk(U) = 1

�
= 1

2
pour tout k = 1; :::; K et que les votes

des di��erents repr�esentants sont ind�ependants, on d�eduit de la formule de Penrose17 (Dubey

et Shapley (1979), Felsenthal et Machover (1998) th�eor�eme 3.2.16, Laruelle et Valenciano

(2008c) section 3.6.) :

Pr�
�
C(m(U)) = 1 and mk(U) = 1

�
+ Pr�

�
C(m(U)) = 0 and mk(U) = 0

�
) =

1

2
+

1

2
Bk (C)

o�u Bk (C) d�esigne l'indice de pouvoir de Banzhaf18 du repr�esentant du district k dans le

m�ecanisme C. En combinant ces expressions, on d�eduit que :

W (C;�) =
1

2

KX
k=1

Bk (C)� wk(�) (3)

L'int�erêt de cette formule que l'on trouve dans Beisbart et Bovens (2007) est de mettre en

�evidence le rôle du vecteur des poids de Barber�a-Jackson w(�) =
�
w1(�); w2(�); :::; wK(�)

�
dans le calcul de l'utilit�e totale esp�er�ee d'un m�ecanisme C quelconque au travers du vecteur

des indices de Banzhaf des repr�esentants du conseil. Nous savons d'apr�es Barber�a et Jackson

que cette expression est maximale lorsque C est le jeu majoritaire pond�er�e avec un seuil de

50% et le vecteur de poids w. Beisbart et Bovens o�rent une preuve alternative du th�eor�eme

de Barber�a et Jackson exploitant cette formule. Mais l'int�erêt principal de la relation (3) est

de permettre un classement complet de tous les m�ecanismes et non uniquement de d�eterminer

le meilleur d'entre eux. A l'aide de cette formule, on peut comparer l'utilit�e totale esp�er�ee des

di��erents m�ecanismes de vote. Cette analyse est le sujet d'une s�erie d'articles importants

de Beisbart, Bovens et Hartmann (2005) et Beisbart et Bovens (2007) sur le conseil des

ministres de l'Europe. Signalons que leur analyse est r�ealis�ee dans le cas o�u les repr�esentants

sont des repr�esentants utilitaristes mais la formule ci-dessus n'exploite pas cette hypoth�ese.

17Cette formule n'est valide que dans le cas o�u les votes des repr�esentants sont des variables al�eatoires de
Bernoulli de param�etre 1

2 (Laruelle et Valenciano (2005), Laruelle, Mart��nez et Valenciano (2006), Le Breton
et Van Der Straeten (2015b))
18Voir l'appendice pour une d�e�nition formelle.
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Notons �nalement que l'on peut, alternativement, pr�esenter la grandeur caract�erisant la

qualit�e/performance d'un m�ecanisme sous la forme d'un \manque �a gagner". Comme nous

l'avons d�ej�a signal�e, l'id�eal utilitaire serait de maximiser E
�P

i2N Ui j U
�
. Dans ce cas,

comme Pr� [
P

i Ui > 0] = 1
2

, l'utilit�e totale esp�er�ee maximale est �egale �a :

nX
i=1

E

"
U i j

nX
j=1

U j > 0

#
� 1

2

On peut donc alternativement r�esumer le coût social du m�ecanisme C comme �etant �egal

�a :

2 �W (C; �)

E [
Pn

i=1 Ui j
Pn

i=1 Ui > 0]

Ce coe�cient correspond �a ce que Weber (1978, 1995) d�e�nit comme �etant l'e�ectivit�e19

du m�ecanisme de vote C. Nous verrons plus loin une autre normalisation utile.

3 De Quoi D�ependent les Poids de Barber�a-Jackson20

?

Comme nous venons de le voir, les poids de Barber�a-Jackson jouent un rôle de premier plan

dans l'analyse comparative des m�ecanismes de vote au sein du conseil f�ed�eral. L'objet prin-

cipal de cette section est d'identi�er les �el�ements (tels que d�ecrits par la loi �) qui poussent

�a donner plus de poids au vote du repr�esentant d'un district. On anticipe qu'un district plus

peupl�e recevra un poids au moins aussi important qu'un district moins peupl�e mais quelle

est la nature exacte de cette relation ? L'intuition sugg�ere par ailleurs que le repr�esentant

d'un district consensuel recevra plus de poids que celui d'un district cliv�e. Nous allons main-

tenant examiner et quanti�er ces id�ees au travers du calcul formel. Apr�es un exercice de

d�etermination empirique des poids dû �a Barber�a et Jackson, nous consid�ererons une famille

19E�ectivit�e est notre traduction de e�ectiveness. Weber consid�ere le cas d'un nombre quelconque d'options
(et non seulement deux comme ici) et suppose que l'utilit�e de chaque citoyen pour chaque option est la
r�ealisation d'une variable al�eatoire uniforme sur [0; 1]. La normalisation des utilit�es est donc di��erente de
celle retenue ici : l'utilit�e esp�er�ee de chacune des deux options vaut 1

2 pour chaque individu. Donc l'utilit�e
totale esp�er�ee du m�ecanisme al�eatoire est n

2 . Weber d�e�nit l'e�ectivit�e comme le ratio des accroissements
respectifs d'utilit�e totale par rapport au m�ecanisme al�eatoire. D'apr�es Weber (1995) : \The numerator
represents the gain from using the voting system over choosing a candidate randomly. The denominator
represents the maximum possible gain from any voting system over random selection. Thus, the ratio o�ers
a measure of what share of the ideal gain is captured by a particular voting system." Ici, notre point de
r�ef�erence n'est pas le m�ecanisme al�eatoire, mais le maintien inconditionnel du statu quo, qui fournit par
d�e�nition une utilit�e nulle.
20Cette section reproduit bon nombre des r�esultats de Le Breton et Van der Straeten (2015a).
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large de lois de tirage, qui satisfont �a la condition d'�echangeabilit�e ; comme cas particulier,

nous retrouverons deux des distributions les plus c�el�ebres en th�eorie des choix collectifs,

les mod�eles de Culture Impartiale (IC, pour Impartial Culture) et de Culture Impartiale

Anonyme (IAC, pour Impartial Anonymous Culture). Nous continuerons en �etudiant des

sc�enarios dans lesquels chaque district est compos�e de blocs homog�enes de votants. En�n,

nous terminerons par un mod�ele original o�u chaque citoyen tire son utilit�e selon une même

loi gaussienne, avec des repr�esentants de type utilitariste.

3.1 Poids et Marge de Victoire �Electorale

Nous allons ici donner quelques r�eponses �a la question du calcul des poids dans un mod�ele �

o�u l'information cardinale est s�epar�ee de l'information ordinale. Cette notion est introduite

dans Le Breton et Van der Straeten (2015b). Pr�ecis�ement, nous supposerons que dans chaque

district k, un vecteur Xk = (X1; X2; :::; Xnk) 2 f�1; 1gnk est tir�e selon une certaine loi de

probabilit�e neutre.

Ind�ependamment de Xk, on tire au hasard un vecteur (u1; u2; :::; unk) dans Rnk+ . On

supposera que les nk coordonn�ees sont ind�ependantes et identiquement distribu�ees avec un

moment d'ordre 1 �ni not�e �k: Pour tout i = 1; :::; nk, l'utilit�e du citoyen i pour l'option 1

est d�e�nie par la variable al�eatoire :

Ui = Xi � ui:

Dans le cas du mod�ele al�eatoire neutre � ainsi d�e�ni, la corr�elation entre les citoyens

est exclusivement ordinale, au sens o�u Ui > 0 informe sur le signe de Ui mais non sur sa

valeur. Soit Sk l'ensemble des citoyens de Nk votant pour 1 (les autres votant pour 0). Des

hypoth�eses ci-dessus, on d�eduit :

wk (�) = 2�k
nkX

Sk:jSkj=
nk+1

2

Pr(les �electeurs dans Sk votent 1 et les autres votent 0)�(2 jSkj�nk):

Si l'on d�e�nit

Snk =
X
i2Nk

Xi;

on remarque que :

wk (�) = �k � E [Snk j Snk > 0] ;

o�u E [Snk j Snk > 0] est la marge de victoire esp�er�ee dans le district k. En r�esum�e, �a la

constante �k multiplicative pr�es, le poids de Barber�a-Jackson du district k est enti�erement
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d�etermin�e par la marge esp�er�ee dans le district. Dans la suite de cette section, nous sup-

poserons que �k = 1 pour tout k = 1; :::; K.

L'enquête Eurobarometer est une enquête d'opinion qui pose r�eguli�erement les mêmes

questions aux citoyens de tous les pays de l'Union Europ�eenne. Dans une version document

de travail de leur article, Barber�a et Jackson (2004) exploitent les r�eponses �a 11 questions

dichotomiques21 extraites de l'enquête dat�ee de d�ecembre 2003 pour obtenir une moyenne

empirique de la marge relative de victoire (d�e�nie ici comme la valeur moyenne de l'�ecart

absolu entre les opinions favorables et les opinions d�efavorables ). Ces valeurs d'�ecart moyen

sont report�ees dans la Table 1. La valeur 70.1 pour Chypre indique qu'en moyenne, les

citoyens de cette �̂le ont r�epondu de mani�ere tr�es consensuelle aux 11 questions pos�ees. A

l'inverse, au Royaune Uni, les �ecarts sont plus faibles en moyenne (36.6).

Pays Marge Pays Marge
Allemagne 53:3 Su�ede 44:8

Royaume-Uni 36:6 Bulgarie 41:6
France 52:4 Autriche 51:2
Italie 56:1 Slovaquie 48:6

Espagne 54:5 Danemark 42:4
Pologne 54:6 Finlande 47:5

Roumanie 44:7 Irlande 55:1
Pays-Bas 55:1 Lituanie 45:5

Gr�ece 61:6 Lettonie 54:6
R�epublique Tch�eque 42:4 Slov�enie 53:5

Belgique 49:7 Estonie 43:5
Hongrie 52:2 Chypre 70:1
Portugal 52:2 Luxembourg 56:6

Malte 48:8

Table 1. Marges de victoire estim�ees (UE 27)

Ainsi, ils obtiennent une \proxy" sur la mani�ere dont les citoyens europ�eens voteraient sur

des questions d'int�erêt g�en�eral qui leur seraient soumises, et sur la valeur des poids wk : ils

sont obtenus en multipliant la taille de la population par la marge de victoire, et pr�esent�es

dans la Table 2. Ainsi, le poids de l'Allemagne 44.1 r�esulte du produit de sa population

(82.3 millions d'habitants) par sa marge. La plupart des pays sont fortement consensuels

: Chypre d�etient le record mais le Royaume-Uni est le plus cliv�e. A ce jeu, il est le grand

perdant. Puisque sa population est en moyenne plus divis�ee que celle des autres pays sur les

21Ces questions, pr�ecis�ees en annexe de Barber�a et Jackson (2004), portent sur les th�emes de la d�efense,
de la s�ecurit�e et des relations internationales.
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questions pos�ees, son poids est nettement inf�erieur �a sa population (59.5 millions * 0.366 =

21.8). Comme le font remarquer Barber�a et Jackson, une r�egression lin�eaire de la marge sur

la population fait apparâ�tre un coe�cient de -0.007. Autant dire qu'ici (le Royaume-Uni

mis �a part) les poids de Barber�a-Jackson sont quasi proportionnels aux populations.

Pays Poids Pays Poids
Allemagne 44:1 Su�ede 4:0

Royaume-Uni 21:8 Bulgarie 3:2
France 31:1 Autriche 4:1
Italie 32:3 Slovaquie 2:6

Espagne 21:8 Danemark 2:5
Pologne 21:1 Finlande 2:5

Roumanie 10:0 Irlande 2:1
Pays-Bas 8:8 Lituanie 1:6

Gr�ece 6:5 Lettonie 1:3
R�epublique Tch�eque 4:4 Slov�enie 1:0

Belgique 5:1 Estonie 0:6
Hongrie 5:3 Chypre 0:6
Portugal 5:2 Luxembourg 0:3

Malte 0:2

Table 2. Poids calcul�es (UE 27)

3.2 Echangeabilit�e

Pour aller plus loin dans cette direction, il nous faut comprendre les d�eterminants fonda-

mentaux de la marge de victoire �electorale. Nous allons nous limiter ici au cas d'un seul

mod�ele, appel�e mod�ele d'�echangeabilit�e forte par Le Breton et Van der Straeten (2015a,b).

L'�echangeabilit�e d�ecrit la situation o�u la probabilit�e des di��erentes situations ne d�epend que

du nombre d'opinions dans chaque camp et non des noms de ceux qui les expriment.

Formellement, nous dirons que la loi de tirage �k satisfait �a une propri�et�e d'�echangeabilit�e

forte22 s'il existe une loi de probabilit�e Gk sur [0; 1] telle que :

Pr(X1 = e1; :::; Xnk = enk) =

Z 1

0

pj(1� p)nk�jdGk(p)

o�u j = 1
2

(nk +
Pnk

i=1 ei) est le nombre de vote 1 pour toute suite (ei)1�i�nk de �1 et de

1.
22La propri�et�e classique d'�echangeabilit�e due �a De Finetti est une propri�et�e de sym�etrie. Pr�ecisement, les

variables al�eatoires (Xi)1�i�nk sont �echangeables si Pr(X1 = e1; :::; Xnk = enk) = Pr(X1 = e�(1); :::; Xnk =
e�(nk)) pour toute suite (ei)1�i�nk de -1 et de 1 et pour toute permutation � de f1; 2; :::; nkg. Un r�esultat
�el�egant dû �a De Finetti (Billingsley (1995), theorem 35.10) �enonce que si le suite (Xi)1�i�nk est in�nie alors

�echangeabilit�e et �echangeabilit�e forte co��ncident.
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Pour pr�eserver les hypoth�eses faites jusqu'�a pr�esent, nous allons supposer que Gk est

sym�etrique par rapport �a 1
2
, ce qui implique que son esp�erance vaut 1

2
: Dans ce cas on

obtient :

E [Snk j Snk > 0] = 2

nkX
j=

nk+1

2

�
nk
j

�
Pr�k(j �electeurs votent 1)� (2j � nk)

Ce mod�ele couvre de nombreuses situations di��erentes. Par exemple, Gk = �0+�1
2

23

repr�esente le cas de la corr�elation parfaite. A l'oppos�e, Gk = � 1
2

repr�esente le cas o�u les

pr�ef�erences des citoyens du district k sont ind�ependantes entre elles. Dans ce cas binaire, il

correspond au mod�ele IC qui est l'un des mod�eles probabilistes de r�ef�erence en th�eorie du

choix social. On peut bien entendu envisager d'autres lois. Un autre exemple tr�es populaire

en th�eorie du choix social est le mod�ele IAC24 qui correspond au cas o�u Gk est la loi uniforme.

De ce point de vue, on peut regarder le mod�ele d'�echangeabilit�e forte comme une version

g�en�eralis�ee du mod�ele IAC25.

Le poids de Barber�a-Jackson wk (�) du district k vaut donc ici :

2

nkX
j=

nk+1

2

�
nk
j

�
(2j � nk)

Z 1

0

pj(1� p)nk�jdGk(p)

Dans le cas o�u Gk = � 1
2
, on obtient :

Pr(j citoyens votent en faveur de 1) =

�
nk
j

�
1

2nk
:

En utilisant le fait que :

k=nkX
j=

nk+1

2

�
nk
j

�
(2j � nk) =

nk!�
(nk�12 )!

�2 ;
on en d�eduit que la marge de victoire esp�er�ee de l'alternative 1 lorsqu'elle est majoritaire

vaut :
nk!

2nk�1
��

nk�1
2

�
!
�2 :

23Pour tout x 2 R, �x d�esigne la masse de Dirac en x.
24Cette hypoth�ese souvent appel�ee hypoth�ese d'homog�en�eit�e est �a la base de la description probabiliste de

l'indice de Shapley-Shubik (voir Shapley et Shubik (1954) et Stra�n (1977)). Une d�e�nition apparâ�t dans
l'appendice.
25Voir �egalement Kirsch et Langner (2014).
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Quand la population du district est grande, on peut utiliser la formule de Stirling pour

obtenir
(nk � 1)!

2nk�1
��

nk�1
2

�
!
�2 '

nk!+1

r
2

�nk
;

et donc un poids de Barber�a-Jackson asymptotiquement �egal �a :

wk (�) '
nk!+1

r
2nk
�
:

Cette formule de la racine carr�ee a fait couler beaucoup d'encre et a donn�e lieu �a une

vaste litt�erature que nous n'allons pas exhaustivement r�epertorier ici26. Notons qu'elle im-

plique une proportionnalit�e d�egresssive : le poids d'un citoyen d'un pays peupl�e est inf�erieur

�a celui d'un pays moins peupl�e. Mais pour ce faire, elle suppose que les opinions des

citoyens de chaque pays sont compl�etement ind�ependantes et n'exhibent donc (dans le cas

d'�echangeabilit�e retenu ici) aucune forme de corr�elation. Il s'agit d'un cas tr�es sp�ecial et non

g�en�erique et l'introduction d'une corr�elation nous �ecarte de cette conclusion.

Consid�erons maintenant le cas examin�e dans Le Breton et Van der Straeten o�u Gk (parfois

simplement not�ee G dans la suite de cette section) est d�ecrite par une densit�e bêta concave

et sym�etrique g, c'est-�a-dire :

g(p; q) =
1

B(q; q)
pq�1(1� p)q�1 avec q 2 N�;

et :

B(q; q0) � (q � 1)!(q0 � 1)!

(q + q0 � 1)!
:

Le cas o�u q = 1 correspond au cas o�u G est la distribution uniforme sur [0; 1] c'est-�a-dire

le mod�ele IAC d�ej�a �evoqu�e. La version g�en�eralis�ee consid�er�ee ici a �et�e introduite par Berg

(1990) qui appelle 1
q

le param�etre de coh�erence du groupe ou homog�en�eit�e. On voit que la

corr�elation des membres du distict k, not�e  (q), est en e�et li�ee �a la valeur de q comme

indiqu�e ci-dessous :

 (q) � Pr(Ui > 0 et Uj > 0) =
1

B(q; q)

Z 1

0

pq+1(1� p)q�1dp

Voici quelques valeurs de cette fonction :

q 1 2 3 10 100
 (q) 1=3 0:3 0:2857 0:2619 0:25124

Table 3: Corr�elation entre les Votes

26Nous avons d�ej�a cit�e quelques r�ef�erences importantes dans l'introduction g�en�erale.
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La fonction  tend vers 1
4

(le cas ind�ependant) lorsque q tend vers +1, c'est-�a-dire quand

la coh�esion du groupe tend vers 0.

En utilisant la formule classique,Z 1

0

pm(1� p)ldp =
m!l!

(m+ l + 1)!
pour tout entier m et tout entier l

on obtient une expression explicite du poids de Barber�a-Jackson du district k :

E [Snk j Snk > 0] = 2

nkX
j=

nk+1

2

�
nk
j

�
(2j � nk)

Z 1

0

pj(1� p)nk�jdGk(p)

= 2
1

B(qk; qk)

nkX
j=

nk+1

2

�
nk
j

�
(2j � nk)

(qk + j � 1)!(nk � j + qk � 1)!

(nk + 2qk � 1)!

Lorsque qk = 1, on obtient apr�es simpli�cations :

E [Snk j Snk > 0] = 2

nkX
j=

nk+1

2

2j � nk
nk + 1

=
nk + 1

2

alors qu'avec qk = 2, on obtient :

E [Snk j Snk > 0] = 12
nX

j=n+1
2

(2j � nk)(j + 1)(nk � j + 1)

(nk + 1) (nk + 2)(nk + 3)
=

3

8

nk + 1

nk + 2
(nk + 3)

Dans les deux cas, on constate que le ratio
E[Snk jSnk>0]

nk
tend vers une constante. De

mani�ere gen�erale, en conjecturant27 que E [Snk j Snk > 0] se comporte asymptotiquement

comme
�
E
�
2p� 1 j p � 1

2

��
nk lorsque E

�
p� 1

2
j p � 1=2

�
> 0, on obtient, dans la cas d'une

loi bêta :

E

�
p j p > 1

2

�

=
1

B(qk; qk)

Z p=1

p= 1
2

2p� pq
k�1(1� p)q

k�1dp

=
1

B(qk; qk)

"Z p=1

p= 1
2

(2p� 1) pq
k�1(1� p)q

k�1dp+

Z p=1

p= 1
2

pq
k�1(1� p)q

k�1dp

#

=
1

2
+

1

B(qk; qk)

"
�p

qk(1� p)q
k

qk

#p=1
p= 1

2

=
1

2
+

1

B(qk; qk)

1

qk22qk
=

1

2
+

1

22qk
(2qk � 1)!

(qk � 1)! qk!
:

27Cette conjecture g�en�erale est formul�ee dans Le Breton et Van der Straeten (2015a).
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et donc

wk (�) ' 1

22qk�1
(2qk � 1)!

(qk � 1)! qk!
nk:

Par cons�equent, le poids du vote du repr�esentant du district k est une fonction lin�eaire de

la population du district. Et si le param�etre qk est le même pour tout district, on retrouve des

poids directement proportionnels �a la population. On remarque en outre que le coe�cient de

proportionnalit�e �
�
qk
�

= 1

22q
k�1

(2qk�1)!
(qk�1)! qk! du district k d�ecrô�t avec qk : plus les pr�ef�erences

sont corr�el�ees, plus les poids de Barber�a-Jackson sont �elev�es. La table ci-dessous pr�esente

quelques valeurs de � (q).

q 1 2 3 5
� (q) 1

2
3
8

5
16

63
256

Table 4: Coe�cient de proportionnalit�e

La formule montre aussi que lorsque q tend vers 1, alors

1

22q�1
(2q � 1)!

(q � 1)! q!
'

q!+1

1
p
�q
:

Ainsi, quand q tend vers +1, le coe�cient de proportionnalit�e tend vers 0 comme

l'inverse de la racine carr�ee du coe�cient d'homog�en�eit�e. Sous r�eserve que certaines con-

jectures soient con�rm�ees, les d�eveloppements ci-dessus sugg�erent l'extrême fragilit�e de la

formule de la racine carr�ee et o�rent un regard sur les d�eterminants du coe�cient de pro-

portionnalit�e.

3.3 Le Cas des �Etats Compos�es de Blocs

Ces calculs et les conclusions qui leur sont attach�ees ont �et�e conduits sous l'hypoth�ese que

� satisfait �a la propri�et�e d'�echangeabilit�e forte. On peut mener une analyse similaire sous

des hypoth�eses o�u la sym�etrie entre les �electeurs du même district est beaucoup moins

forte et aboutir �a des conclusions identiques. Par exemple, dans la lign�ee du beau travail

pr�ecurseur de Penrose (1952), Barber�a et Jackson (2006) mais aussi Le Breton et Van der

Straeten (2015b)28 consid�erent des districts compos�es de blocs. Le mot bloc d�ecrit l'id�ee de

corr�elations locales : les corr�elations entre les pr�ef�erences d'�electeurs sont inexistantes entre

les blocs mais fortes au sein des blocs. On retrouve en grande partie l'esprit des r�esultats

obtenus dans le cas d'�echangeabilit�e. Supposons que le district k soit compos�e de bk blocs

28Citons aussi Le Breton, Lepelley et Smaoui (2016) o�u la notion de bloc est construite sur la base de
corr�elations locales de type IAC.
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�equipeupl�es de taille tk (donc bktk = nk) et que les pr�ef�erences au sein de chaque bloc sont

parfaitement corr�el�ees. Si le pro�l des pr�ef�erences d'un bloc est d�ecrit par la probabilit�e � 1
2
,

alors on obtient :

E [Snk j Snk > 0] =
tk

2bk�1

bkX
l= bk+1

2

�
bk

l

�
(2l � bk) =

tk

2bk�1
bk!��

bk�1
2

�
!

�2
En particulier, si le nombre de blocs bk est �xe (ind�ependant de la taille du district), on

retrouve la formule de proportionnalit�e alors que si la taille tk d'un bloc est �xe, le nombre

de blocs augmente ind�e�niment avec la taille et on reproduit une formule du type racine

carr�ee. Asymptotiquement on obtient :

E [Snk j Snk > 0] = tk
r

2bk

�
=

r
2nktk

�

3.4 Le Cas de Repr�esentants Utilitaristes

Citons en�n les travaux pionniers de Beisbart, Bovens et Hartmann (2005). Contrairement �a

ce qui est suppos�e dans les lignes qui pr�ec�edent, ils consid�erent un mod�ele o�u la possibilit�e de

corr�elation cardinale est prise en consid�eration et se focalisent sur le cas o�u les repr�esentants

sont de type utilitariste. Pr�ecis�ement, ils supposent (�a des �ns calculatoires) que pour tout

k = 1; :::; K, la loi �k est une loi gaussienne dont toutes les marginales sont �egales. Soient �k

et 
k la moyenne et la matrice de variances-covariances de la loi �k. En supposant que �k est

non biais�ee, c'est-�a-dire ici que �k = 0 et que toutes les corr�elations sont identiques au sein

d'un district, on obtient que
P

i2Nk Ui suit une loi gaussienne de moyenne nulle et d'�ecart type

�
p
nk + �knk(nk � 1) o�u �k d�esigne le coe�cient de corr�elation. On en d�eduit que le poids

de Barber�a-Jackson du district k qui est ici le moment d'ordre 1 de la loi gaussienne tronqu�eeP
i2Nk Ui j

P
i2Nk Ui > 0 est �egal �a

q
2
�
�
p
nk + �knk(nk � 1) '

q
2
�
�nk

q
�k + 1

nk
. Lorsque

�k 6= 0, le poids de Barber�a-Jackson du district k est donc asymptotiquement proportionnel

�a nk.

La principale le�con qualitative qui d�ecoule des arguments d�evelopp�es dans cette section

est que la proportionnalit�e des poids aux populations semble s'imposer g�en�eriquement dans le

mod�ele consid�er�e par Barber�a et Jackson et que le coe�cient de proportionnalit�e d�ependra

du caract�ere plus ou moins consensuel du district. A l'extrême, un district cliv�e sur tous

les sujets (IC) nous �ecarte donc de la proportionnalit�e, mais même lorsque ce n'est pas le

cas, une forte concentration de la masse de probabilit�e autour de 1
2

sera un indicateur tr�es

fort d'une soci�et�e o�u les marges de victoire seront tr�es serr�ees et o�u donc, �nalement, le
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repr�esentant ne repr�esente pas grand chose au premier ordre. Rien d'�etonnant qu'en pareil

cas son poids soit a�ect�e de peu de valeur dans le m�ecanisme optimal29.

4 Robustesse aux Changements de Crit�eres

Dans la section pr�ec�edente, nous avons d�eriv�e le m�ecanisme optimal de vote dans le cas o�u

l'objectif poursuivi �etait la maximisation de l'utilit�e totale esp�er�ee. Nous avons d�emontr�e le

r�esultat fondamental de Barber�a et Jackson �enon�cant que ce m�ecanisme s'apparentait �a un

m�ecanisme pond�er�e majoritaire. Nous avons aussi analys�e les arguments qui conduisaient �a

donner du poids au vote d'un district par rapport aux autres districts. Ce faisant, nous avons

cependant pass�e sous silence un certain nombre de questions que nous allons examiner dans

cette section ainsi que les r�eponses qui leur ont �et�e apport�ees dans quelques contributions

fondamentales.

Nous retiendrons ici le cas binaire particulier mais important �evoqu�e �a la �n de la section

3. Rappelons qu'il suppose que pour tout i 2 N , Ui prend exclusivement les valeurs 1 et -1.

Dans ce cas, le poids de Barber�a-Jackson wk du district k est �egal �a l'esp�erance de la marge

du camp victorieux.

4.1 Les Objectifs �Egalitaristes

Dans les sections pr�ec�edentes, nous avons privil�egi�e le crit�ere de maximisation de la somme

des utilit�es esp�er�ees. Ceci ne surprendra pas les �economistes tant ce crit�ere est populaire

dans leur communaut�e (même si ici il fait intervenir des esp�erances d'utilit�e et non des

utilit�es). En revanche, en science politique, il est plus commun de privil�egier un objectif

mettant en avant un crit�ere d'�egalit�e. Le plus c�el�ebre d'entre eux, \Un Homme, Une Voix",

sugg�ere que le m�ecanisme doit être choisi de sorte que tous les citoyens jouissent (ex ante) de

la même possibilit�e d'in
uencer le r�esultat de la d�ecision collective. Le mot in
uence dans

cette phrase n'a aucune raison de co��ncider avec le mot utilit�e. Intuitivement, on imagine

ais�ement qu'un citoyen in
uent verra plus souvent que d'autres ses pr�ef�erences prises en

compte dans le choix collectif et jouira donc �nalement d'une utilit�e plus grande, mais la

nature exacte de cette relation n'est pas imm�ediate. Elle d�ependra du m�ecanisme C et du

mod�ele probabiliste �.

Le crit�ere d'�egalisation du pouvoir ou de l'in
uence �etait le plus populaire dans la

litt�erature jusqu'�a ce que, dans la lign�ee de la contribution de Barber�a et Jackson, les ap-

29Notons qu'on peut aussi, dans ce contexte, introduire l'id�ee d'antagonisme (Stra�n, Davis et Brams
(1981)), �a savoir que les corr�elations sont parfois n�egatives au lieu d'être positives.
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proches utilitaristes se d�eveloppent. Son origine remonte aux travaux pionners de Penrose

(1946,1952) et Banzhaf (1965). La notion clef est celle de joueur d�ecisif (\swing") : un

votant est d�ecisif chaque fois qu'il est en mesure de modi�er le r�esultat du scrutin en mod-

i�ant l'expression de son bulletin. Le pouvoir ou l'in
uence d'un votant se d�e�nit alors

comme sa probabilit�e a priori de d�eposer un bulletin d�ecisif dans l'urne ; cette même proba-

bilit�e d�epend �evidement des hypoth�eses probabilistes faites sur le comportement de tous les

citoyens.

Nous pouvons reprendre les �elements de la section 3 pour d�ecrire rapidement les princi-

paux points du raisonnement.30 Dans le mod�ele de Penrose-Banzhaf, chaque votant choisit

de mani�ere ind�ependante l'option 1 ou 0 avec probabilit�e 1
2
, ce qui nous ram�ene au mod�ele IC.

Sous cette hypoth�ese, toutes les 2n con�gurations de vote sont �equiprobables, et le pouvoir

d'un votant i est juste la proportion des con�gurations des votes des (n� 1) autres votants

pour lesquelles il est d�ecisif. Ceci d�e�nit simplement le pouvoir de Banzhaf (non normalis�e)

du votant i, not�e Bi(C) :

Bi(C) =
Nombre de con�gurations pour lesquelles i est d�ecisif pour une r�egle C

Nombre total de con�gurations de vote

Dans le contexte f�ed�eral, il faut prendre en compte le fait que chaque individu i d�epose

son bulletin dans un district particulier k. Comme chaque repr�esentant suit le souhait de la

majorit�e de ses �electeurs et que les votes sont ind�ependants entre districts, on a :

Probabilit�e que le votant i soit d�ecisif dans l'union =
Probabilit�e que le district k soit d�ecisif�

Probabilit�e que le votant i soit d�ecisif dans le district k.
(4)

Dans un m�ecanisme indirect, le vote de i est d�ecisif dans son district dans�
nk � 1

(nk � 1)=2

�
(5)

con�gurations possibles parmi les 2nk�1 possibles. Pour nk grand, ce rapport tend vers
q

2
�nk

.

D'autre part, si K est grand, qu'aucun district n'a un poids wk trop grand dans l'assembl�ee

et qu'aucun comportement irr�egulier n'est observ�e quant �a la r�epartition de ceux-ci, Penrose

a�rme que le ratio des indices de pouvoir, Bk(C)

Bk0 (C)
entre les repr�esentants des �Etats k et k0 dans

le jeu pond�er�e majoritaire est approximativement �egal au rapport de leurs poids respectifs,

30Nous pr�esentons les jeux simples et l'indice de Banzhaf plus en d�etail dans l'appendice. Le lecteur pourra
trouver ces notions clefs dans de nombreux ouvrages de th�eorie des jeux (Felsenthal et Machover (1998)) ou
encore consulter l'excellente introduction de Gelman, Katz et Bafumi (2004).
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wk

wk0
. D�es lors, l'�egalit�e des pouvoirs est obtenue si

Probabilit�e que le votant i de l'�Etat k soit d�ecisif

Probabilit�e que le votant i0 de l'�Etat k0 soit d�ecisif
� wk

wk0

p
nk0p
nk

c'est-�a-dire, si les poids wk sont proportionnels �a
p
nk.

Ce r�esultat est connu sous le nom de \Loi de la Racine Carr�ee de Penrose" et nous

reviendrons sur les conditions de sa validit�e.

Pr�econiser l'adoption de poids proportionnels aux racines carr�ees des populations des
�Etats et l'utilisation d'un super quota n'est toutefois pas sans critique. En particulier,

Gelman, Katz et Bafumi (2004) en compilant des d�ecennies de donn�ees �electorales mon-

trent tr�es clairement que les comportements des �electeurs am�ericains sont peu en phase

avec l'hypoth�ese IC ; plus pr�ecisement, ils montrent que les marges de victoire (mesur�ees

en pourcentage) entre les deux grands partis R�epublicain et D�emocrate ne d�ependent pas

de la taille de l'�Etat, alors que le mod�ele IC sugg�ere des r�esultats plus serr�es dans les �Etats

importants. Une r�eponse imm�ediate est de se tourner vers d'autres mod�eles probabilistes a

priori. Comme dans la section 3, nous pouvons consid�erer le mod�ele IAC. Dans ce cas, la

probabilit�e d'obtenir t voix pour l'option 1 parmi n votes est d�ecrite d�esormais par :

1

(n+ 1)
�
n
t

�
Comme les votes entre �Etats restent ind�ependants, l'�equation (4) reste valable. Le pouvoir

d'un individu j dans l'�Etat k d�epend des
�

nk�1
(nk�1)=2

�
con�gurations des autres votants pour

lesquelles les votes pour 1 et 0 s'�egalisent (avec nk impair). Ainsi,

Pouvoir de Shapley-Shubick du votant i dans le district k =

�
ni�1

(ni�1)=2
�

(ni + 1)
�

ni
(ni�1)=2

� =
1

ni
:

Toujours du fait de l'ind�ependance des votes entre �Etats, comme aucun de ceux-ci n'est biais�e

en faveur d'une option a priori, chaque autre �Etat votera pour 0 ou 1 avec une probabilit�e

de 1
2
. Dans le jeu entre �Etats, si les conditions en sont v�eri��ees, l'approximation de Penrose

peut s'appliquer : le rapport de pouvoir entre deux �Etats s'approche du rapport des poids,

et l'on en d�eduit

Probabilit�e que le votant i de l'�Etat k soit d�ecisif

Probabilit�e que le votant i0 de l'�Etat k0 soit d�ecisif
� wk

wk0
nk

0

nk
(6)

Contrairement �a la situation d�ecrite sous l'hypoth�ese IC, le traitement �egal entre les votants

est d�esormais obtenu avec des poids proportionnels aux populations.
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4.2 La Validit�e du Th�eor�eme Limite de Penrose

Les deux r�esultats que nous venons d'�evoquer reposent sur une id�ee commune : le ratio des

indices de Banzhaf de deux joueurs est approximativement �egal au ratio de leurs poids quand

il y a su�samment de joueurs et qu'aucun ne domine outrageusement l'assembl�ee. Cette

propri�et�e a fait l'objet d'une vaste litt�erature visant principalement �a explorer les conditions

de sa validit�e, qui ne sont pas d�etaill�ees dans les travaux de Penrose.

LorsqueK est grand et sous r�eserve que certaines conditions soient satisfaites, l'approxima-

tion (connue sous le nom de Th�eor�eme Limite de Penrose (LPT)) est valide (Lindner et

Machover (2004)) dans le cas du quota majoritaire. En pratique, il reste �a examiner si ces

approximations sont valides \en moyenne"31 et si elles le sont dans des cas particuliers im-

portants. Chang, Chua et Machover (2006) proc�edent �a des simulations en tirant au hasard

pour de nombreuses valeurs de l'entier K le vecteur w puis en calculant la moyenne et la

variance de deux indices mesurant l'�ecart entre le vecteur de Banzhaf normalis�e et le vecteur

normalis�e des poids. Ils con�rment que lorsque le quota est le quota majoritaire, la conver-

gence a lieu lorsque K tend vers des valeurs tr�es grandes mais aussi que cette convergence

cesse d'être vraie pour des quotas sup�erieurs.

Le principe �egalitariste pose en r�ealit�e un probl�eme tr�es di�cile. En pratique, les valeurs

de K sont relativement petites et l'objectif �egalitariste, d�es l'instant o�u il ne peut pas être

satisfait exactement ou presque exactement (il ne faut pas oublier que le probl�eme est ici

combinatoire), oblige �a se donner un crit�ere de minimisation par rapport �a un objectif cible.

On pourrait alors se donner comme objectif pour une norme donn�ee k:k de d�eterminer un

vecteur de poids w� et un quota q� tel que le vecteur de Banzhaf normalis�e � ([q�;w�])

r�esultant du jeu majoritaire pond�er�e [q�;w�] minimise la distance k�� � � ([q;w])k. Nous

nous sommes limit�es ici aux jeux majoritaires pond�er�es mais nous pourrions proc�eder de

mani�ere similaire pour un jeu simple W quelconque et remplacer � ([q;w]) par � (W). Le

vecteur �� est l'objectif cible, et dans le cas IC ci-dessus �� = (
p
n1PK

k=1

p
nk
; :::;

p
nKPK

k=1

p
nk

) puisque

l'on a vu que le pouvoir d'un �Etat devait être proportionnel �a la racine carr�e de sa population.

Ce probl�eme est connu sous le nom de probl�eme de Banzhaf inverse (Alon et Edelman (2010)).

Il n'est pas �evident de savoir quels sont les vecteurs du simplexe qui peuvent s'�ecrire comme

des vecteurs de Banzhaf normalis�es d'un jeu simple ad�equatement construit. Il en r�esulte que

la r�esolution du probl�eme de minimisation ci-dessus n'est pas un probl�eme facile. On peut

pour les toutes petites valeurs de K \passer en force" en �enum�erant au pr�ealable l'ensemble

des jeux (les nombres respectifs apparaisent dans l'appendice) mais rapidement (disons pour

31Pour sûr, elles ne le sont pas syst�ematiquement (Lindner et Owen (2007)).
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K � 9) la n�ecessit�e de d�evelopper des m�ethodes algorithmiques intelligentes s'impose32.

Il existe plusieurs contributions �a cette litt�erature33. On peut citer par exemple le travail

de Kurz (2012a) qui montre comment formuler le probl�eme inverse comme un probl�eme

de programmation lin�eaire avec contraintes enti�eres. Kurz et Napel (2014) utilisent cettte

technique de r�esolution pour comparer (pour trois normes di��erentes) les performances de

trois m�ecanismes de vote qui ont en commun de prendre comme vecteur de poids w le

vecteur cible �� mais di��erent quant aux quotas respectifs utilis�es : 1
2
; 1
2

+ 1
2

qPK
k=1 (wk)2

et 1
2

+ 1p
�K

. La qualit�e des deux derni�eres m�ethodes a �et�e d�ecouverte par S lomiczy�nski

et _Zyczkowsk (2006, 2008, 2014)34. Les valeurs obtenues en cherchant num�eriquement la

solution du probl�eme inverse pour l'Europe �a 25 et l'Europe �a 27 sont compatibles avec

une pr�ecision de 2% avec les donn�ees obtenues sur la base des populations de l'union. Ils

montrent que dans le cas de l'Europe �a 25 les ratios �k([q;w])
��k

sont tous tr�es voisins de 1

lorsque q est approximativement �egal �a 62% 35. Ils d�emontrent aussi que ce r�esultat est

robuste dans le sens o�u il reste vrai pour des vecteurs de populations autres que le vecteur

r�eel de populations.

L'expression analytique du quota \optimal" (S lomiczy�nski et _Zyczkowski (2014)) est �egale

�a :

q =
1

2

 
1 +

1PK
k=1

p
xk

!

o�u xk d�esigne la part de la population du district k dans la population totale. S'il n'est

pas connu avec certitude pour pouvoir être utilis�e (parce que par exemple les populations

des �Etats sont susceptibles d'�evoluer) comme c'est le cas dans la formule ci-dessus, on peut

par exemple supposer qu'il est tir�e au hasard uniform�ement dans le simplexe. Cette loi de

tirage est un cas particulier d'une distribution de Dirichlet P . En faisant la moyenne de q

par rapport �a P , on obtient :

q =
1

2

�
1 +

1

K h
p
xiD

�
32Le travail de Laruelle et Widgren (1998) contenait un algorithme de recherche locale. Les niveaux de

performance de ces algorithmes ne sont pas toujours bien connus. Sur ce point, voir De Nijs et Wilmer
(2012).
33On pourra �egalement consulter De Keijzer, Klos et Zhang (2014) et Leech (2002 b, 2003).
34Voir aussi Kirsch, _Zyczkowski et S lomiczy�nski (2007), Kurth (2008) et Feix, Lepelley, Merlin et Rouet

(2007).
35Ce r�esultat est �egalement obtenu par Chang, Chua et Machover (2006) et Beisbart et Bovens (2007)

au travers de simulations. Nous renvoyons le lecteur aux commentaires de Beisbart et Bovens pour un
examen plus d�etaill�e de ce r�esultat qui est une mise en garde contre l'application non contrôl�ee de calculs
asymptotiques.
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o�u : 
p
x
�
D

=

Z p
x1P (x1; :::; xK)dx1; :::dxK

En s'inspirant de r�esultats connus �enon�cant que h
p
xiD =

�(K)�( 32)
�(K+ 1

2)
'

p
�

2
p
K

, on en d�eduit

que :

q =
1

2

�
1 +

2
p
�
p
K

�

4.3 Utilitarisme et �Egalitarisme

Rien n'interdit de remplacer le crit�ere utilitariste par un crit�ere utilitariste g�en�eralis�e dans

le sens o�u les utilit�es font l'objet d'un r�e�echelonnement concave de fa�con �a re
�eter une

pr�ef�erence pour l'�egalit�e. Le travail de Koriyama, Laslier, Mac�e et Treibich (2013) que nous

allons d�ecrire et motiver sur d'autres bases dans la section 5.1 peut être interpr�et�e comme une

solution de ce probl�eme dans le contexte du mod�ele al�eatoire particulier qu'ils consid�erent36.

En pareil cas, l'objectif serait de maximiser :

nX
i=1

v (Wi (C;�))

o�u v est une fonction (strictement) concave d�e�nie sur R. Plus v est concave , plus

l'attention se porte sur l'�egalitarisme. Dans le cas o�u par exemple v(x) = x1��

1�� avec

� � 0 (v(x) = ln(x) lorsque � = 1), plus � est �elev�e, plus le crit�ere �egalitariste prend

de l'importance. Lorsque � tend vers l'in�ni, le probl�eme ci-dessous est �equivalent �a la

maximisation du crit�ere de Rawls37:

Min
1�i�n

Wi (C;�)

On pourrait ainsi de mani�ere g�en�erale remplacer la doctrine utilitariste par des principes

�egalitaristes : un m�ecanisme C sera �egalitariste si il �egalise ex ante les utilit�es des di��erents

citoyens (Laruelle et Valenciano (2010)). Les deux objectifs, �egalitariste et utilitariste, ne

d�ebouchent pas n�ecessairement sur les mêmes recommandations. Par exemple, dans le cas

d'un mod�ele o�u chaque district a un nombre �xe de blocs, l'optimum utilitariste implique que

l'utilit�e d'un membre d'un pays plus peupl�e est plus �elev�ee que celle d'un membre d'un pays

36En e�et, la section 4 de leur article discute plusieurs interpr�etations possibles de leur travail. Nous
renvoyons le lecteur �a la sous-section 4-C de leur article et �a leur proposition 6.
37Dans le contexte de leur mod�ele al�eatoire, Koriyama, Laslier, Mac�e et Treibich (2013) d�emontrent que le

m�ecanisme optimal est le m�ecanisme o�u les poids sont tous �egaux et le quota est �egal au quota majoritaire.
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moins peupl�e. En revanche, comme le notent Barber�a et Jackson, dans le cas o�u le mod�ele

comporte un nombre variable de blocs de taille �xe par pays, les implications de l'optimum

utilitariste en mati�ere d'�egalisation des utilit�es sont ambigu�es. Barber�a et Jackson donnent

des exemples montrant que toutes les situations peuvent se produire38.

4.4 Crit�eres de Succ�es, de D�e�cit Majoritaire Esp�er�e et d'E�cacit�e

Majoritaire

Dans les versions �egalitaristes et utilitaristes de l'objectif consid�er�e jusqu'�a pr�esent, nous

avons accord�e beaucoup d'importance aux utilit�es des citoyens concern�es par cette d�ecision.

Dans la version canonique sans biais du probl�eme, nous avons suppos�e que l'utilit�e de

l'alternative 1 pouvait prendre deux valeurs : 1 et -1. Dans ce cas, nous avons vu que

l'utilit�e d'un citoyen se confond avec la probabilit�e de pr�ef�erer 1 et d'un vote collectif en

faveur de 1 moins la probabilit�e de pr�ef�erer 0 et d'un vote collectif en faveur de 1. Sachant

que la probabilit�e de pr�ef�erer 0 est suppos�ee �egale �a 1
2
, l'utilit�e esp�er�ee peut aussi s'�ecrire

comme la probabilit�e de pr�ef�erer 1 et d'un vote collectif en faveur de 1 plus la probabilit�e

de pr�ef�erer 0 et d'un vote collectif en faveur de 0 moins 1
2
, c'est-�a-dire (�a la constante 1

2

pr�es) la probabilit�e de succ�es. Le crit�ere utilitariste revient donc ici �a maximiser la somme de

probabilit�es de succ�es. Ex post on compte les pour et les contre et on opte pour la d�ecision

avec le support le plus grand. Notons que de fa�con �equivalente, on pourrait consid�erer la

qualit�e d'un m�ecanisme comme la di��erence entre l'esp�erance d'utilit�e totale du m�ecanisme

majoritaire (qui est ici le m�ecanisme optimal ex ante et ex post) et l'esp�erance d'utilit�e totale

pour le m�ecanisme consid�er�e. La di��erence entre les deux quantit�es pour chaque r�ealisation

possible des pr�ef�erences individuelles vaut 0 dans le cas o�u le choix public co��ncide avec

le choix majoritaire et est �egal �a l'�ecart entre la taille du groupe de partisans de l'option

choisie et la taille du groupe majoritaire dans le cas contraire. Avec cette normalisation, un

m�ecanisme est de meilleure qualit�e lorsque cette mesure qui correspond au d�e�cit majoritaire

esp�er�e (Felsenthal et Machover (1998,1999)) est la plus petite possible. Notons que cette

mesure correspond �a une normalisation du crit�ere de l'esp�erance d'utilit�e totale di��erente de

celle retenue par Weber et introduite plus haut mais dans le même esprit.

Par construction, cette mesure compte le nombre de personnes insatisfaites de la d�ecision

publique d�es l'instant o�u ces personnes forment un groupe majoritaire dans la f�ed�eration.

On pourrait imaginer une mesure plus qualitative o�u toutes les situations o�u le choix ma-

38Dans le cas o�u pour tout k = 1; :::K, �k est sym�etrique, on peut utiliser la formule (3) pour d�eterminer
les utilit�es des citoyens en fonction de leur district d'appartenance et chercher �a les �egaliser en choisissant
ad�equatement le m�ecanisme C ( Beisbart et Bovens (2007), Laruelle et Valenciano (2008c)).
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joritaire est pris en d�efaut sont a�ect�ees du même poids. Dans ce cas, l'objectif que l'on

cherche �a minimiser est la probabilit�e qu'une telle situation se produise. Plusieurs mots sont

utilis�es dans la litt�erature pour quali�er une telle situation lorsqu'elle apparâ�t : on parle

d'ine�cacit�e majoritaire39 chez les th�eoriciens du choix social, de paradoxe du referendum

(Nurmi (1999)) ou encore d'�elections invers�ees (Miller (2012)) pour n'en citer que quelques-

uns. L'�evaluation de cette probabilit�e pour des m�ecanismes C indirects donn�es a �et�e e�ectu�ee

par peu d'auteurs car les calculs sont rapidement tr�es di�ciles même dans le cas sym�etrique.

Consid�erons en e�et tout d'abord le cas o�u les populations des di��erents districts sont toutes

�egales entre elles disons n1 = ::: = nK � m et o�u les poids sont tous �egaux avec quota

majoritaire. La probabilit�e P (K;m) de l'�ev�enement \le m�ecanisme C (ainsi d�e�ni) produit

une �election invers�ee" a �et�e calcul�ee par May (1949) dans le cas o�u le mod�ele � est le mod�ele

IAC. Il d�emontre en particulier que cette probabilit�e tend vers 1
6

lorsque K et m tendent

vers l'in�ni. Feix, Lepelley Merlin et Rouet (2004) et Lepelley, Merlin et Rouet (2011) ont

retrouv�e certains des calculs de May et ont aussi calcul�e explicitement cette probabilit�e dans

le cas o�u K = 3; 4 et 5 et o�u m tend vers l'in�ni pour les mod�eles IC et IAC. A l'aide de

simulations, ils �etudient aussi le cas g�en�eral, retrouvent sans surprise le r�esultat de May sous

l'hypoth�ese IAC et montrent que cette probabilit�e tend vers 21% lorsque K tend vers 1
sous IC40. Lorsque la population totale n de la f�ed�eration est �xe et que les districts sont

�equipeupl�es, la probabilit�e est nulle dans les cas o�u K = 1 et K = n. Bovens et Beisbart

(2013) ont d�emontr�e dans ce contexte que le d�e�cit majoritaire esp�er�e est maximal lorsque

le nombre de districts est �egal �a
p
n41.

Lorsque les districts ne sont pas �equipeupl�es, la caract�erisation du (des) m�ecanisme(s)

minimisant la probabilit�e de l'ine�cience majoritaire/�election invers�ee est largement ouverte.

Cette question a fait l'objet de travaux par Feix, Lepelley, Merlin, Rouet et Vidu (2008)42,

Lahrach et Merlin (2014) et Miller (2012) dans le cas du coll�ege am�ericain. Feix, Lepelley,

Merlin, Rouet et Vidu ainsi que Lahrach et Merlin limitent leur exploration aux m�ecanismes

de votes engendr�es par des poids wk du type (nk)
� o�u � � 0. Notons que dans le cas o�u �

tend vers l'in�ni, on est en pr�esence d'un m�ecanisme dictatorial qui donne tout le pouvoir

au repr�esentant du district le plus peupl�e. A l'inverse, la valeur � = 0 donne une voix �a

39Traditionnellement, en th�eorie du choix social, l'e�cience majoritaire d'une r�egle de vote est la probabilit�e
pour celle-ci de choisir le vainqueur de Condorcet lorsqu'il existe. On parle aussi d'e�cience de Condorcet.
Cette th�ematique a �et�e port�ee par de nombreux travaux, que l'on trouvera d�ecrits dans les livres de Gerhlein
(2006) et Gerhlein et Lepelley (2010).
40Sur ce point, voir �egalement Hinich, Mickelsen et Ordeshook (1972).
41Mentionnons �egalement Beisbart et Bowens (2008) qui contient une analyse de plusieurs r�eformes du

coll�ege �electoral am�ericain.
42Voir �egalement Lepelley, Merlin, Rouet et Vidu (2014).
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chaque repr�esentant, ind�ependamment de la taille du district qu'il repr�esente. Une �etude

compl�ete du cas K = 3 apparâ�t dans Feix, Lepelley, Merlin, Rouet et Vidu (2008) pour une

classe de mod�eles probabilistes couvrant IC et IAC. Pour une valeur quelconque de K; ils

utilisent des simulations. Il ressort que dans le cas IAC, la r�egle qui minimise la probabilit�e

du paradoxe du r�ef�erendum est constamment la r�egle proportionnelle alors que dans le cas

IC, la r�egle optimale impose une forme de d�egressivit�e avec une valeur de � voisine de 0:4

pour de petites valeurs de K, mais tendant vers 0:5 lorsque K tend vers l'in�ni. On retrouve

ainsi les conclusions qui semblent s'imposer dans la plupart des mod�eles que nous avons

examin�es, sans pour autant que l'on puisse ici donner une preuve formelle de l'optimalit�e de

ces solutions (proportionnalit�e sous l'hypoth�ese IAC et loi de la racine carr�ee sous l'hypoth�ese

IC) dans le cadre de la maximisation de l'e�cacit�e majoritaire.

5 Des Mod�eles Alternatifs : Le Cadre du Choix Public

Le mod�ele canonique que nous venons de pr�esenter n'est pas, loin de l�a, la seule route possible

pour analyser les modes de scrutins indirects. Les contributions recens�ees dans cette section

vont explorer trois autres pistes qui, �a des titres divers, rompent43 avec le mod�ele de choix

binaire simple.

5.1 L'Impact du Nombre de D�ecisions �a Prendre

Nous allons �eliminer une fois pour toute �a partir de maintenant le facteur � et même nous

limiter (pour simpli�er l'expos�e) au cas o�u l'utilit�e de l'option 1 prend deux valeurs possibles

(1 ou �1) avec la probabilit�e 1
2
. Nous parlerons de succ�es pour l'�electeur i lorsque la d�ecision

collective est identique �a sa pr�ef�erence individuelle. Si, comme nous l'avons suppos�e, l'utilit�e

de la d�ecision 0 est normalis�ee �a 0, l'utilit�e esp�er�ee du citoyen i est �egale �a la probabilit�e de

succ�es moins 1
2
. Notons que si nous avions suppos�e (en guise de normalisation) que l'utilit�e

de la meilleure alternative de l'�electeur i valait 1 et que celle de la moins bonne valait 0,

alors l'utilit�e esp�er�ee du citoyen i aurait �et�e �egale �a la probabilit�e de succ�es.

Nous avons insist�e sur le fait que l'analyse est men�ee dans un contexte dichotomique sans

pr�eciser cependant le nombre T de d�ecisions de cette nature que le conseil aura �a d�ebattre44.

43Rappelons cependant que le travail de Koriyama, Laslier, Mac�e et Treibich discut�e dans la sous-section
5.1 ci-apr�es peut aussi être vu comme une solution du probl�eme binaire classique dans le cas o�u l'objectif
social est la maximisation d'un crit�ere utilitariste g�en�eralis�e.
44Une analyse approfondie du cas o�u il y plusieurs d�ecisions apparâ�t dans la section 4 de Fleurbaey

(2008). Sous l'hypoth�ese que l'utilit�e est additive, il explore la nature du m�ecanisme optimal pour des
mod�eles al�eatoires de plus en plus g�en�eraux.
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Cette question est sans importance si nous supposons que les questions sont sans liens entre

elles et que l'utilit�e de chaque �electeur est la somme des utilit�es de chacune des d�ecisions.

Si les pr�ef�erences sur chacune des d�ecisions sont ind�ependantes et identiquement distribu�ees

selon la loi �, le m�ecanisme maximisant l'utilit�e totale esp�er�ee est le m�ecanisme de Barber�a

et Jackson. Ici, une cons�equence est une suite de longueur T dont les coordonn�ees valent 0

ou 1. Une fois le m�ecanisme choisi, la probabilit�e que la t i�eme coordonn�ee soit �egale �a 0 ou

1 d�epend du m�ecanisme et du pro�l des pr�ef�erences sur la t i�eme coordonn�ee. L'utilit�e d'un

citoyen porte donc sur une loterie dont une cons�equence est une suite de 0 ou 1 et (du point

de vue de chaque citoyen) une suite de succ�es et d'�echecs selon que la d�ecision collective est

conforme ou non �a son choix. Dans le cas o�u l'utilit�e d'une cons�equence ne d�epend que du

nombre de succ�es t, l'utilit�e esp�er�ee du citoyen i est �egale �a :

U (pi (C)) =
TX
t=0

�
T

t

�
pti (1� pi)

T�t vi(t)

o�u vi est la fonction de von Neumann-Morgenstern du citoyen i sur l'espace des cons�equen-

ces pures qui ici est f0; 1; :::; Tg et non f0; 1gT et pi est la probabilit�e de succ�es du citoyen

i (qui, rappelons-le, d�epend de � et du m�ecanisme C). Si � est sym�etrique �a l'�echelle de

chaque district (comme c'est le cas par exemple dans le cas d'�echangeabilit�e), la probabilit�e

pi ne d�epend que du district auquel i appartient et sera not�ee abusivement pk (C) (pk (C)

d�esigne donc la probabilit�e que sur l'une ou l'autre des T d�ecisions, un citoyen g�en�erique du

district k soit du bon côt�e).

Ce mod�ele g�en�eral est introduit et explor�e par Koriyama, Laslier, Mac�e et Treibich

(2013). Plus sp�eci�quement, ils supposent que vi ne d�epend pas de i, que les districts

sont ind�ependants entre eux et qu'il existe dans chaque district k un signal al�eatoire qui

prend les valeurs 0 ou 1 avec probabilit�e 1
2

et que conditionnellement �a la valeur de ce signal

(0 ou 1), les citoyens de ce district votent (0 ou 1) avec probabilit�e � > 1
2
. Ici, � repr�esente le

niveau de corr�elation entre les pr�ef�erences au sein d'un district et est suppos�e être le même

dans tous les districts. Le repr�esentant du district k vote en fonction de la valeur du signal

du district k.

La somme des utilit�es attach�ee au m�ecanisme C est donc �egale �a :"
nX
i=1

U (pi (C))

#
=

(
KX
k=1

nkU (pk (C))

)

o�u pk (C) d�esigne la probabilit�e qu'un citoyen g�en�erique du district k soit du bon côt�e.

Le principal objectif du travail de Koriyama, Laslier, Mac�e et Treibich est de caract�eriser
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le(s) m�ecanisme(s) C maximisant la somme des utilit�es. Apr�es avoir not�e le caract�ere com-

binatoire de leur probl�eme d'optimisation, ils l'�ecrivent comme un probl�eme d'optimisation

continue o�u la notion de jeu simple est remplac�ee par la notion de jeu simple probabiliste45.

Ils d�emontrent que toutes les solutions du probl�eme d'optimisation induisent le même vecteur

p� = (p1�; :::; pK�) de fr�equences de succ�es et que nk > nk
0 ) pk� > pk

0�. En con-

sid�erant le vecteur des poids w� = (w1�; :::; wK�) o�u wk� est proportionnel �a nkU
0(pk�), ils

d�emontrent que si U est croissante et strictement concave46 alors toute solution du probl�eme

d'optimisation est un jeu probabiliste pond�er�e avec le vecteur de poids w� et le seuil 1
2
. Le

seul degr�e de libert�e concerne la d�e�nition de la r�egle en cas d'�egalit�e. Ils en d�eduisent facile-

ment que le vecteur des poids du m�ecanisme optimal satisfait au principe de proportionnalit�e

d�egressive.

Notons au passage que si v est lin�eaire alors les poids sont proportionnels aux populations

alors que si la concavit�e est extrême (c'est-�a-dire si l'objectif �a maximiser est l'utilit�e esp�er�ee

minimale) les poids sont tous �egaux entre eux et la d�egressivit�e est alors maximale. Le

calcul des poids est en g�en�eral un probl�eme di�cile. Mac�e et Treibich (2012) d�eveloppent

un algorithme it�eratif : ils partent d'un vecteur de poids initial et le modi�ent localement de

fa�con intelligente a�n d'obtenir un maximum local du probl�eme num�erique d'optimisation.

5.2 D'un Choix Dichotomique au Choix sur un Intervalle

Un autre mod�ele di��erent de celui consid�er�e ici est d�ecrit par le cas o�u l'ensemble des d�ecisions

publiques est un intervalle de la droite r�eelle et les fonctions d'utilit�es des citoyens sont

suppos�ees unimodales. Dans ce contexte, la notion de repr�esentant majoritaire �a l'�echelle de

chacun des districts est parfaitement d�e�nie (c'est l'�electeur m�edian) et on peut reprendre

l'analyse ci-dessus sur le plan conceptuel sans changer une virgule aux principales d�e�nitions

de Barber�a et Jackson. Ce mod�ele a d'abord �et�e propos�e par Maaser et Napel (2007),

alors qu'ils cherchaient �a �egaliser la probabilit�e d'être d�ecisif entre les �electeurs de di��erents

districts. Ce même objectif est poursuivi dans Kurz, Maaser et Napel (2016). Le mod�ele a

�et�e aussi repris dans la veine utilitariste dans Maaser et Napel (2012) pour minimiser l'�ecart

entre les positions m�edianes issues des votes direct et indirect et dans Maaser et Napel

(2014) pour rechercher le maximum d'utilit�e. Dans ce nouveau contexte, l'analogue de la

distribution de probabilit�e � est une distribution al�eatoire des points id�eaux des di��erents

citoyens (�i)1�i�n. Cette distribution d�e�nit K points id�eaux m�edians
�b�k�

1�k�K
qui en

45Voir appendice.
46Ils d�emontrent que U sera strictement concave si v l'est. En fait, ils d�emontrent un r�esultat plus g�en�eral

qui ne suppose pas la sym�etrie entre les T d�ecisions.
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combinaison avec un vecteur de poids w = (w1; :::; wK) d�e�nissent le point id�eal dans la

f�ed�eration (le \m�edian des m�edians").

Dans leur premier article, Maaser et Napel (2007) testent des r�egles o�u les poids wk

sont du type (nk)�. Ils montrent, �a l'aide de simulations (avec tirage al�eatoire des popula-

tions des districts et des positions des votants), que la valeur � = 0:5 (ou de tr�es proches

valeurs) permet au mieux d'�egaliser les probabilit�es d'être d�ecisif de chacun des �electeurs.

En particulier, cette nouvelle loi de la racine carr�ee s'a�rme nettement au del�a de K = 15.

Cependant, ces r�esultats sont tributaires de la mani�ere de tirer al�eatoirement les points

id�eaux, qui ob�eit �a la même loi de districts en districts. De fait, il est alors plus facile pour le

repr�esentant d'un grand �Etat d'être le pivot de l'assembl�ee dans ce contexte, car la variance

de sa position sera plus faible que celle du repr�esentant d'un petit �Etat. Il occupera donc

plus fr�equemment qu'on le souhaiterait la position m�ediane de l'assembl�ee. Seuls des poids

\moins que proportionnels" permettent de r�etablir l'�equilibre en faveur des �Etats de petite

population. L'int�erêt de la contribution r�ecente de Kurz, Maaser et Napel (2016) est non

seulement de formaliser analytiquement ce raisonnement, mais aussi de montrer qu'il est

fragile. Il repose fortement sur le fait que la loi de tirages des points id�eaux des votants est

partout la même ; ainsi, aucun �Etat ne pr�esente de biais id�eologique fort. On retrouve ici

la même critique que celle que l'on peut adresser au mod�ele IC dans le cadre dichotomique.

Mais d�es lors que l'on introduit de l'h�et�erog�en�eit�e parmi les lois de distributions des votants

entre les �Etats, l'avantage des grands �Etats disparâ�t. Il faut alors revenir vers des poids

exactement proportionnels aux populations pour r�etablir l'�egalit�e de traitement entre tous

les �electeurs.

Dans leurs autres articles, Maaser et Napel se penchent sur des crit�eres utilitaristes.

En supposant une d�esutilit�e qui �evolue lin�eairement ou quadratiquement en fonction de la

distance au point id�eal, on aboutit �a deux crit�eres di��erents d'utilit�e totale esp�er�ee. Dans

un cas, le choix public optimal est la valeur m�ediane des points id�eaux dans la population

alors que dans le second cas, le choix optimal est la valeur moyenne. Mais dans les deux

cas, le choix f�ed�eral n'a aucune raison de co��ncider avec ces valeurs. Comme chez Barber�a

et Jackson, la question est donc de d�eterminer le vecteur w qui maximise l'utilit�e esp�er�ee

totale pour les deux versions. Dans le cas lin�eaire, Maaser et Napel (2012) appellent d�e�cit

d�emocratique (direct) l'expression

����Med (�i)1�i�n �Med
�b�k�

1�k�K

����. Ils font une distinc-

tion tr�es claire entre le cas appel�e IC ci-dessus (ind�ependance au sein des districts) et le

cas IAC g�en�eralis�e (corr�elation plus ou moins forte au sein des districts). A l'exception de

quelques intuitions dans des cas simples extrêmes, Maaser et Napel (2014) inventorient les
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di�cult�es techniques attach�ees �a leur probl�eme et s'en remettent �a des simulations pour

d�ecouvrir les poids optimaux sous l'hypoth�ese wk = (nk)
�; plus exactement ils s'e�orcent

donc de d�ecouvrir la d�egressivit�e optimale. Dans leurs simulations, ils tirent au hasard des

pro�ls de populations et pour une grille de valeurs de � calculent l'esp�erance de l'utilit�e

totale sachant que les points id�eaux sont tir�es uniform�ement dans [0; 1]. Dans le cas IC,

ils obtiennent des valeurs de � proches de 1
2

pour les deux types de fonctions d'utilit�e. En

revanche, dans le cas d'une corr�elation au sein des districts47 (extrême ou non), la valeur

optimale de � reste voisine de 1 dans le cas lin�eaire mais s'�ecarte de cette valeur dans le cas

quadratique pour se rapprocher de 1
2
.

5.3 Le Cas d'un Espace Multidimensionnel d'Options

Au nombre des autres d�ecisions collectives qu'un conseil f�ed�eral peut être amen�e �a traiter

�gure la r�epartition d'un budget entre les di��erents districts. Dans ce cas, il est raisonnable

de supposer que la pr�ef�erence et donc le vote du repr�esentant du district k d�ependront exclu-

sivement et positivement de la part qui �echoit au district k. Si au lieu d'un budget, il s'agit

d'un \fardeau", la d�ependance sera n�egative. Nous nous limiterons ici au cas d'un budget

dont la taille est normalis�ee �a 1 et o�u les repr�esentants ne font preuve d'aucun altruisme48.

Une fois choisi le m�ecanisme de vote C, il faut d�ecrire la mani�ere exacte dont seront prises les

d�ecisions car l'espace devient ici multidimensionnel (le simplexe unitaire de dimension K�1).

Plusieurs solutions non-coop�eratives peuvent être envisag�ees, comme par exemple l'�equilibre

stationnaire parfait en sous-jeux du mod�ele de vote s�equentiel sur des o�res et contre-o�res

introduit par Baron et Ferejohn (1989), ou coop�eratives comme le nucl�eole ou la valeur de

Shapley. Sachant comment le choix de w et du quota q in
uence la solution, le probl�eme re-

vient alors �a choisir w et q de mani�ere �a maximiser un crit�ere d'utilit�e sociale49. Le probl�eme

de \mechanism design" est pos�e en ces termes dans Le Breton, Montero et Zaporozhets

(2012) qui d�eterminent le jeu simple optimal dans plusieurs con�gurations d�ecrivant le con-

seil des ministres de l'Europe depuis sa cr�eation et sous l'hypoth�ese que le jeu de Baron et

Ferejohn est sp�eci��e de telle sorte que l'�equilibre coincide50 avec le nucl�eole du jeu coop�eratif

associ�e. Notons encore une fois que le probl�eme est purement combinatoire et qu'il est dif-

47Maaser et Napel introduisent de fa�con tr�es ing�enieuse une mesure statistique de dissimilarit�e entre les
districts.
48Nous renvoyons le lecteur �a Kauppi et Widgren (2004) pour une stimulante analyse �econom�etrique de

cette question.
49Notons qu'il n'y a ici aucune incertitude.
50Sur le nucl�eole comme indice de pouvoir et solution d'un jeu de marchandage, voir les travaux pr�ecurseurs

de Montero (2005, 2006).
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�cile car le nombre de possibilit�es augmente tr�es rapidement avec le nombre K51. Il n'est

pas n�ecessaire de se limiter aux jeux majoritaires car ici rien n'�etablit a priori qu'il faille

se limiter �a ceux-l�a. Dans le cas o�u K = 6 (l'Europe �a sa cr�eation) ils comparent les 21

jeux simples dirig�es et forts (qui co��ncident avec les jeux majoritaires et forts) du point de

vue de l'utilit�e totale quadratique (c'est-�a-dire la variance de l'�ecart par rapport �a l'�egalit�e

parfaite). Sur la base des populations de 1958, ils trouvent que le jeu optimal est le jeu

majoritaire de repr�esentation [5; 3; 2; 2; 1; 1; 0] et non le jeu [12; 4; 4; 4; 2; 2; 1] qui avait �et�e

retenu. Un exercice de même nature est conduit dans la cas de l'Europe de 1973 mais les

175428 jeux majoritaires de somme constante ne sont pas �etudi�es ! L'�etude suppose que

les poids sont proportionnels aux populations et se concentre sur les jeux qui se distinguent

les uns des autres en fonction du quota. Ces jeux sont au nombre de 201 et g�en�erent 33

nucl�eoles di��erents. Le quota optimal se situe entre 55.4% et 56.3%. Un travail analogue

est conduit aussi pour le conseil de 1981. On note au passage que le probl�eme du nucl�eole

inverse (�a savoir la r�eponse �a la question : quels sont les vecteurs qui peuvent s'�ecrirent

comme le nucl�eole d'un jeu simple ad�equatement construit) est aussi largement ouvert. Le

seul r�esultat disponible est un beau r�esultat asymptotique dû �a Kurz, Nohn et Napel (2014)

qui rappelle celui de Penrose.

Les d�etails du protocole de marchandage vont naturellement avoir une in
uence con-

sid�erable sur la nature de la solution comme le d�emontre le r�esultat g�en�eral de Kalandrakis

(2006). Les travaux de Laruelle et Valenciano (2007, 2008a,b) dans leur analyse de ce qu'ils

appellent \comit�es de marchandage" int�egrent cet �el�ement important. Dans leurs articles,

le probl�eme de marchandage est d�ecrit directement dans l'espace des vecteurs d'utilit�es. Le

probl�eme de marchandage qu'ils consid�erent est tr�es gen�eral alors que celui consid�er�e par

Baron et Ferejohn et utilis�e par Le Breton, Montero et Zaporozhets est d�ecrit par le simplexe

et le vecteur 0 comme point de menace52.

6 Conclusion

Dans cet article de synth�ese, nous avons propos�e et explor�e un cadre d'analyse formel a�n de

d�eterminer le choix optimal du m�ecanisme de vote du conseil des repr�esentants d'une union

f�ed�erale. Nous avons �enonc�e et comment�e le r�esultat central de Barber�a et Jackson qui o�re

une caract�erisation compl�ete du m�ecanisme optimal dans le cas o�u l'objectif est utilitariste et

51Voir appendice.
52Le lecteur trouvera dans le chapitre 4 et la section 3 du chapitre 5 de Laruelle et Valenciano (2008c) une

pr�esentation synth�etique de leurs r�esultats.
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o�u les utilit�es individuelles sont additives par rapport aux questions discut�ees par le conseil.

Nous avons aussi �etabli une formule g�en�erale permettant de comparer tous les m�ecanismes

entre eux et leur distance de l'optimum. En�n, nous avons parcouru quelques-unes des

principales avenues de la recherche sur ces questions.

Nous aimerions attirer l'attention du lecteur sur le fait que dans toute cette litt�erature

(Barber�a et Jackson mais aussi les autres auteurs discut�es notamment dans la derni�ere sec-

tion), il est suppos�e que les utilit�es sont ind�ependantes entre districts. Une lecture attentive

de la preuve du th�eor�eme de Barber�a et Jackson montre que cette hypoth�ese joue un rôle

majeur dans l'obtention du r�esultat. Sans cette hypoth�ese, il n'est pas vrai en g�en�eral que le

m�ecanisme de vote optimal est un jeu majoritaire pond�er�e. Peu d'articles ont abord�e cette

question. A notre connaissance, Beisbart et Hartmann (2010) est l'unique travail qui s'y

attaque. Ils le font dans un cas pr�ecis, celui du conseil de la communaut�e Europ�eenne et ils

consid�erent une sp�eci�cation gaussienne des utilit�es. Leur travail consiste principalement �a

l'aide de simulations �a comparer les qualit�es utilitaristes de r�egles diverses en fonction du

niveau de corr�elation des utilit�es entre les pays. Azrieli et Kim (2014), Le Breton, Van Der

Straeten et Yamashita (2016) et Smitz et Tr�oger (2012) observent que le m�ecanisme de vote

optimal n'est pas toujours un m�ecanisme majoritaire pond�er�e.

Notons que dans cet expos�e nous avons pass�e sous silence la question suivante : la r�egle de

vote est-elle auto-contraignante ? Si le mode de d�ecision est une r�egle majoritaire, la majorit�e

doit être capable d'imposer son choix dans les faits �a la minorit�e. Sinon, celle-ci pourrait

faire s�ecession, r�eduisant ainsi �a n�eant l'int�erêt du maintien d'une f�ed�eration. Pour donner

un sens �a cette question, Maggi et Morelli (2006) d�ecrivent un mod�ele d'action collective

binaire qu'ils consid�erent comme un mod�ele descriptif d'une organisation internationale qui

doit se doter d'une r�egle de vote mais qui ne peut passer sous silence le fait que les individus

doivent être incit�es �a suivre la trajectoire d'�equilibre.

En�n, en guise de conclusion et pour faire �echo aux questionnements de l'introduction,

force est de constater que nous n'avons pas pu trancher compl�etement le d�ebat entre les ten-

ants de la d�egressivit�e des poids et les partisans de poids proportionnels. Le cadre analytique

g�en�eral a cependant le m�erite de mettre l'accent sur les param�etres susceptibles d'in
uencer

la r�eponse �a ces questions au stade constitutionnel : nature exacte de l'espace des d�ecisions

(s�equence de choix binaires, unidimensionalit�e, multidimensionalit�e), pr�ef�erences individu-

elles et collectives sur cet espace, informations probabilistes. Par exemple, dans le cas binaire

et de l'objectif utilitariste, nous avons mis en �evidence que l'hypoth�ese IC ou l'hypoth�ese

de stricte concavit�e de l'utilit�e du succ�es conduisaient �a une proportionalit�e d�egressive des

poids, alors qu'�a l'inverse l'hypoth�ese IAC coupl�ee avec la lin�earit�e de l'utilit�e d�ebouchait sur
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une r�egle de proportionnalit�e o�u (cependant) le coe�cient d�epend de la nature consensuelle

ou non du pays consid�er�e. On retiendra qu'en tout �etat de cause, la fa�con de prendre en

compte les comportements/pr�ef�erences/utilit�es des �electeurs (et de leurs repr�esentants) et

de les agr�eger au travers d'un objectif joue un rôle d�ecisif dans la d�etermination des poids

accord�es �a chaque �Etat.

7 Appendice : Jeux Simples, Indice de Banzhaf et In-

dice de Shapley-Shubik

Soit L = f1; :::; lg un ensemble d'�electeurs. Un m�ecanisme de vote53 C sur L est compl�ete-

ment d�ecrit par la liste C�1 (1) des coalitions S � L telles que C(S) = 1 : nous identi�ons

la coalition S au vecteur l(S) d�e�ni par lk(S) = 1 ssi k 2 S. Cette liste W de coalitions

d�e�nit ce qui est commun�ement appel�e un jeu simple d�es l'instant o�u ? =2 W et L 2 W54 et

W est monotone (S 2 W et S � T ) T 2 W) ; une coalition S dans W sera appel�ee ici

une coalition gagnante. Un jeu simple est dit propre si S; T 2 W ) S \ T 6= ?. Il est fort

si pour tout S � L : S 2 W ou LnS 2 W55. Un jeu est sym�etrique si S 2 W et jSj = jT j
) T 2 W . Au nombre des jeux simples �gurent en bonne place les jeux majoritaires

pond�er�es (en particulier le jeu majoritaire ordinaire) et les jeux compos�es. Un jeu simple

(L;W) est un jeu majoritaire pond�er�e si il existe un vecteur de poids
�
w1; :::; wl

�
2 Rl+ et

un quota q > 0 tels que56 :

S 2 W ssi
X
i2S

wi � q

Le nombre q d�esigne le quota n�ecessaire pour valider la proposition qui est soumise au

vote. Dans le corps du papier o�u L = f1; :::; Kg, le poids wk d�esigne le poids du repr�esentant

du district k dans le conseil. Si q >
P
i2L w

i

2
, le jeu W est propre. Lorsque les poids wi sont

des entiers, le quota
lP

i2L w
i

2

m
o�u dxe d�esigne le premier entier strictement sup�erieur �a x

53On peut d�e�nir un m�ecanisme de vote probabiliste comme une application C de f0; 1gl dans [0; 1] o�u
C(r) s'interpr�ete comme la probabilit�e de choisir 1 lorsque le pro�l des votes est r.
54Le m�ecanisme n'est pas constant.
55Le m�ecanisme F traite �equitablement les deux alternatives si et seulement si le jeu W est propre et fort.

En e�et soit P un pro�l tel que F (P ) = 1. Par cons�equent, si S repr�esente la coalition des joueurs votant 1
alors S 2 W. Consid�erons le pro�l P 0 o�u les �electeurs de S votent maintenant 0 et ceux de LnS votent 1.
Puisque W est propre, S 2 W, LnS =2 W c'est-�a-dire : F (P 0) = 0. Si P un pro�l tel que F (P ) = 0, alors
S =2 W . Puisque W est fort, LnS 2 W. On en d�eduit F (P 0) = 1. On v�eri�e r�eciproquement que si F est
neutre alors W est propre et fort.
56On dit alors que

�
q; w1; :::; wl

�
est une repr�esentation de (L;W ). Elle est dite normalis�ee si

Pl
i=1 w

i = 1
et int�egrale si les poids wi sont des nombres entiers.
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d�esigne le quota majoritaire et le jeu simple associ�e est appel�e le jeu majoritaire ordinaire.

Si
P

i2Lwi est impair, le jeu majoritaire ordinaire W est fort. Lorsque
P

i2Lw
i est pair, ce

n'est plus n�ecessairement le cas. Lorsqu'une telle situation se pr�esente57, un second jeu est

utilis�e pour d�epartager les ex aequo, par exemple, l'un des joueurs peut être utilis�e comme

\tie breaker". Dans le cas o�u tous les poids sont �egaux �a 1 et q =
�
l
2

�
, on obtient le jeu

majoritaire sym�etrique. Si l est impair, le jeu majoritaire sym�etrique est fort.

Supposons que l'ensemble L soit partitionn�e en sous-ensembles L1; :::; LR et qu'�a chacun

de ces sous-ensembles Lr soit attach�e une famille de coalitions gagnantes Wr. Si en sus des

R jeux simples (Lr;Wr), on consid�ere un jeu simple sur M = f1; :::; Rg dont la famille de

coalitions gagnantes est cW , on peut d�e�nir un nouveau jeu simple not�e (cW ;W1; :::;WR)

comme suit : S 2 (cW ;W1; :::;WR) ssi fr 2 f1; :::; Rg : S \ Lr 2 Wrg 2 cW . Ce jeu, appel�e

jeu compos�e58 (Shapley (1962)), d�ecrit formellement l'op�eration de d�ecision collective �a deux

�etages dans sa forme la plus g�en�erale. Si on interpr�ete M comme l'ensemble des repr�esentants

des districts, un jeu compos�e consiste �a faire un �elire dans chaque district un repr�esentant

(repr�esentant son district) et �a ensuite r�eunir les repr�esentants entre eux pour un second et

ultime vote. Dans l'Union Europ�eenne, cela revient �a diviser l'Europe en zones avec des r�egles

d'�elections propres �a chaque zone puis une r�egle d'�election pour les repr�esentants des zones.

Si, au lieu de consid�erer L = f1; :::; Kg, on consid�ere L = N;R = K et Lr = N r, on aboutit

au jeu compos�e o�u les joueurs sont les �electeurs des districts et non leurs repr�esentants. Le

jeu simple Wr induit la fonction mr introduite dans la section 2.

La notion de jeu de vote est combinatoire. Puisque le probl�eme de ce papier est d'identi�er

le ou les m�ecanisme(s) de vote optimal(ux) pour un objectif donn�e, le probl�eme d'optimisation

est donc combinatoire. Il faut explorer un nombre �ni de solutions possibles : parler de poids

optimaux est donc abusif car il s'agit avant tout59 de trouver l'ensemble optimal de coalitions

gagnantes. N�eanmoins la recherche de poids susceptibles d'�eclairer la recherche du jeu simple

optimal peut s'av�erer utile et pertinente. Il est aussi pertinent d'attirer l'attention du lecteur

sur le fait que le nombre de jeux simples ou même de certaines familles de jeux simples (jeux

propres, forts, propres et forts (appel�es �a somme constante), complets60, homog�enes,..) crô�t

tr�es rapidement avec le nombre de joueurs. L'�enum�eration des jeux �a somme constante est

57C'est par exemple la cas du coll�ege �electoral am�ericain de 2008 avec l = 51 et des poids wi tels queP
i2L wi = 538 et donc

lP
i2L wi
2

m
= 270. En cas d'�egalit�e (269 votes pour chacun des deux candidats), c'est

la chambre des repr�esentants (qui comprend 435 membres) qui �elit le pr�esident.
58\Compound simple games".
59Même si dans certains cas (pour de petites valeurs de l) il existe des repr�esentations canoniques uniques.
60Dans le jeu simple (L;W), le joueur i est plus d�esirable que le joueur j si S 2 W et j 2 S ) (Sn fjg) [

fig 2 W. Si la relation binaire \être plus d�esirable que" est un pr�eordre total, on dit que le jeu est complet.
Si le pr�eordre total est l'ordre naturel des joueurs, on dit que le jeu simple est dirig�e.
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due �a von Neumann et Morgenstern (1944) pour l � 5 et Gurk et Isbell (1959) pour l = 6.

Isbell (1959) d�ecrit la liste des 135 jeux majoritaires pond�er�es de somme constante pour l � 7

avec leur unique repr�esentation int�egrale minimale; parmi ceux-ci, 38 sont homog�enes61. La

table ci-dessous est emprunt�ee �a Krohn et Sudh�olter (1995), �a l'exception de la colonne l = 9

emprunt�ee �a Kurz (2012b). Notons que Krohn et Sudh�olter ne supposent pas que ? =2 W ,

N 2 W .

m 1 2 3 4 5 6 7 8 9
# jeux dirig�es 3 5 10 27 119 1173 44315 161175190 284432730176
# jeux majoritaires 3 5 10 27 119 1113 29375 2730166 989913346
# jeux dirig�es �a somme constante 1 1 2 3 7 21 135 2470 319124
# jeux majoritaires �a somme constante 1 1 2 3 7 21 135 2470 175428

L'�enum�eration de tous les jeux simples (incluant les cas extrêmes V (?) = 1 et V (N) = 0) est

connue comme �etant le probl�eme de Dedekind. La table ci-dessous reproduit l'�enum�eration

pour l � 6.

l 1 2 3 4 5 6
# jeux simples 3 6 20 168 7581 7828354

L'�enum�eration des jeux simples de somme constante est reproduite dans la table ci-

dessous extraite de Loeb et Conway (2000) pour l � 8.

l 1 2 3 4 5 6 7 8
# jeux de somme constante 1 2 4 12 81 2646 1422564 229809982112

Les �enum�erations des deux derni�eres tables comptent des jeux qui sont isomorphiques.

En se limitant aux classes d'�equivalence, on obtient les chi�res report�es dans le tableau

ci-dessous pour l � 7:

l 1 2 3 4 5 6 7
# classes d'�equivalence de jeux �a somme constante 1 1 2 3 7 30 716

Etant donn�e un jeu simple C = (L;W) et un joueur i 2 L, on dira qu'une coalition S

telle que i =2 S est un \swing" pour le joueur i si S =2 W et S [ fig 2 W . Dans le cas o�u

un joueur compte �a son actif de nombreux \swings", on peut l�egitimement conclure qu'il est

in
uent dans le contexte de ce jeu simple. Le nombre de \swings" du joueur i not�e �i (W)

61Une coalition gagnante est minimale si elle est minimale au sens de l'inclusion. Un jeu simple (N;W)
est homog�ene si toutes les coalitions gagnantes minimales sont de même taille.
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rapport�e au nombre total de coalitions ne contenant pas le joueur i d�e�nit ce que l'on appelle

le pouvoir de Banzhaf62 du joueur i dans le jeu simple C = (L;W). Dans le texte, il est not�e

Bi(C): Par cons�equent :

Bi(C) =
�i (W)

2l�1

Le pouvoir de Shapley-Shubik du joueur i dans le jeu simple C = (L;W) est d�e�ni quant

�a lui par l'expression: X
S:S est un swing pour i

jSj jLnS [ figj
l!

Il correspond �a la valeur de Shapley du joueur i dans le jeu simple �a utilit�e transf�erable

dont la fonction caract�eristique V est d�e�nie par:

V (S) =

�
1 si S 2 W
0 si S =2 W
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