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Abstract

Nous exploitons dans cet article la th�eorie des indices de pouvoir pour �evaluer les
in
uences respectives des deux classes d'�electeurs dans le mode de scrutin instaur�e par
la loi �electorale du 29 juin 1820, dite loi du \double vote". Nous montrons, �a l'aide
d'un mod�ele simpli��e, que le pouvoir de vote des \grands" �electeurs, qui votent deux
fois, est au moins trois �a quatre fois sup�erieur �a celui des \petits" �electeurs, qui ne
votent qu'une fois. Le mod�ele propos�e constitue �a certains �egards une extension de
celui qu'Edelman (2004) a r�ecemment utilis�e pour �etudier les situations dans lesquelles
certains �electeurs appartiennent �a plus d'un coll�ege �electoral.

Classi�cation JEL : D71, D72.
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1 Introduction

1.1 Pr�eambule

L'objet de cet article est de revisiter un �episode int�eressant de l'histoire �electorale fran�caise �a

la lumi�ere des outils modernes de la mesure du pouvoir. La th�eorie des choix collectifs nous

enseigne qu'il n'existe aucune m�ethode de vote qui puisse être consid�er�ee comme universelle-

ment sup�erieure aux autres, chaque m�ethode pr�esentant des avantages et des inconv�enients

que les chercheurs de ce domaine ont d'ailleurs soigneusement r�epertori�es. Le choix d�e�nitif

d'une m�ethode plutôt qu'une autre est en quelque sorte a�aire de goût. La principale vertu

du travail des th�eoriciens est d'avoir formul�e le probl�eme du choix entre les m�ethodes en con-

currence comme un probl�eme de choix entre les propri�et�es que l'on souhaiterait voir v�eri�er

par la m�ethode ultimement retenue. Nous n'allons pas passer ici en revue l'ensemble de ces

propri�et�es. Parmi celles qui reviennent syst�ematiquement �gure la propri�et�e de traitement

sym�etrique des agents participant �a la proc�edure de choix collectif (les �electeurs), encore

appel�ee propri�et�e d'anonymat, car en principe aucune caract�eristique personnelle de l'agent

n'est suppos�ee jouer un quelconque rôle dans le fonctionnement de la proc�edure. De ce point

de vue toute violation du su�rage universel en mati�ere �electorale constitue une violation

de la propri�et�e d'anonymat. Par exemple, des caract�eristiques personnelles comme le sexe

ou encore le montant d'impôts pay�es (dans le cas du su�rage censitaire) peuvent intervenir

pour exclure certaines personnes du droit de vote. Dans ce type de situations, la violation

de la sym�etrie est extrême : on est �electeur �a part enti�ere ou pas du tout. Dans certains

environnements �electoraux, comme ceux d�ecrivant des modes d'�elections �a plusieurs degr�es

(�elections pr�esidentielles aux USA,...) ou encore ceux correspondant au mode de d�ecision

de certaines assembl�ees et grandes organisations internationales (Conseil des ministres de

la Commission Europ�eenne, ONU,...), les asym�etries �eventuelles sont plus cach�ees et plus

nuanc�ees. Même si, en apparence, les �electeurs ou repr�esentants sont tous dot�es d'un même

pouvoir de vote, c'est-�a-dire d'une capacit�e �a in
uencer le r�esultat d'un vote, force est de re-

connâ�tre que la r�ealit�e de cette in
uence varie parfois fortement d'un acteur �a l'autre. Il y a

l�a, aussi, violation de la propri�et�e de sym�etrie. Elle est moins tranch�ee que dans le cas d'une

exclusion totale1 mais elle est bien pr�esente et la question se pose d'�evaluer quantitativement

le pouvoir r�eel allou�e aux uns et aux autres par la proc�edure. La th�eorie de la mesure du pou-

voir dont les indices les plus c�el�ebres sont dus respectivement �a Banzhaf (1965)(1966)(1968)

et �a Shapley-Shubik (1954) est pr�ecisemement consacr�ee �a cette question2. Cette th�eorie a

1Un acteur d�epourvu d'in
uence est appel�e \dummy" en anglais.
2On trouvera des expos�es de ces questions dans Felsenthal et Machover (1998) et Owen (2001).
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�et�e appliqu�ee avec succ�es �a l'analyse de la r�epartition du pouvoir de vote dans des contextes

di��erents comme par exemple le coll�ege �electoral am�ericain (quel est le pouvoir d'un �electeur

californien compar�e �a celui d'un �electeur de l'Ohio ?) ou la Communaut�e Europ�eenne (dans

le syst�eme retenu par le trait�e de Nice et les versions ult�erieures, quel est le pouvoir du

repr�esentant de la Pologne compar�e �a celui du repr�esentant du Portugal ?). Nous nous pro-

posons d'appliquer ces outils �a l'�etude d'une loi �electorale qui fut utilis�ee au dix-neuvi�eme

si�ecle en France durant une d�ecennie et qui, du point de vue de la th�eorie du vote, pr�esente

l'int�eressante particularit�e de distinguer deux cat�egories d'�electeurs, dont l'une a la possibilt�e

de voter deux fois. L'objet principal de notre analyse est de comparer le pouvoir de vote de

chaque cat�egorie d'�electeurs dans le cadre de cette loi. La loi dont il s'agit est la loi du 29

juin 1820 portant sur le mode d'�election des d�eput�es de la \chambre des d�epartements" et

qui introduisit d'importants changements par rapport �a la loi du 5 f�evrier 1817, dite aussi loi

Lâ�n�e. Sans proc�eder ici �a une analyse compl�ete du contexte historique de ce changement,

nous allons cependant, dans une �etape pr�eliminaire, en rappeler les principaux �el�ements3.

1.2 Gen�ese et Contexte Historique de la Loi du 29 Juin 1820

La loi �electorale a connu plusieurs changements notoires durant la p�eriode de la Restauration4

qui commence avec la Charte Constitutionnelle du 4 juin 1814. Il est important de rappeler

que la Charte Constitutionnelle ne �xe pas le d�etail des �elections. Comme le note R�emond

(1965) : \La Charte, faute de temps et par prudence politique, s'est abstenue de �xer les

modalit�es pratiques des �elections. Elle s'est born�ee �a quelques dispositions permanentes qui

tiennent en quelques articles... Elle concourt, ce faisant, �a consacrer en France la tradition qui

refuse tout caract�ere constitutionnel aux r�egimes �electoraux : si le principe �electif participe

de la nature quasi-sacr�ee du pacte fondamental, les modalit�es de son application rel�event

des lois ordinaires5. Elles sont donc �a la merci des renversements de majorit�e : l'histoire des

r�egimes �electoraux pr�esente de ce fait une instabilit�e dont la restauration donne le premier

exemple..." p 308. Ou encore : \De même que sous la r�evolution, l'assembl�ee primaire �etait

l'unit�e constitutive, le coll�ege �electoral est sous la restauration la cellule de base... Outre les

3Voir Campbell (1958) et Challeton (1891).
4Sur la Restauration, on pourra consulter de Bertier de Sauvigny (1993) et de Waresquiel et Yvert (2002).
5Comme l'observe fort �a propos Gaudilleres (1995), la premi�ere apparition du scrutin uninominal date

de la p�eriode des "Cent-Jours". En e�et, l'acte additionel aux constitutions de l'Empire d'Avril 1815 est le
premier texte �a utiliser celui-ci. Les �electeurs de chaque arrondissement �elisent un membre de la chambre des
repr�esentants sans qu'il soit n�ecessaire de d�ecouper le territoire puisque la loi fait r�ef�erence aux arrondisse-
ments administratifs. Certes ces d�eput�es d'arrondissement ne constituent qu'une partie de l'assembl�ee (368
membres sur 629); se joignent �a eux les d�eput�es de d�epartement d�esign�es au scrutin plurinominal. La
l�egislation de Juillet 1815 ne retient rien du scrutin uninominal mais la loi de Juin 1820 lui r�eservera une
place �a nouveau une place dans le processus �electoral.
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conditions pour être �electeur, la Charte �xe la r�epartition des si�eges entre les d�epartements,

qui demeurera inchang�ee, et stipule que la chambre sera renouvel�ee par cinqui�eme... Tout le

reste est laiss�ee �a l'initiative l�egislative : elle ne se privera pas d'en user." p 309. Par exemple,

s'agissant des ordonnances de 1815 et 1816 et des �elections de l'�et�e 1815, il note que6 :

\L'�election a lieu �a deux degr�es les 14 et 21 août 1815. Le rôle des coll�eges d'arrondissement

se borne �a dresser une liste des candidats, selon une r�epartition des tâches qui rappellent

le syst�eme de l'empire. Sur ces listes les coll�eges de d�epartement sont tenus de prendre la

moiti�e au moins des d�eput�es : pour l'autre moiti�e, leur libert�e de choix est enti�ere." p 310.

La Restauration conserve le su�rage censitaire, usuel depuis la convocation des Etats

G�en�eraux de 17897. La loi du 5 f�evrier 1817 (dite loi Lâ�n�e) introduit pour la premi�ere fois en

France l'�election directe. Il n'y a dans chaque d�epartement qu'un seul coll�ege �electoral divis�e

en sections dans les d�epartements o�u il y a plus de 600 �electeurs. Chaque section concourt

directement �a la nomination de tous les d�eput�es que le coll�ege doit �elire. Les �electeurs votent

par bulletins de listes, celles-ci contenant �a chaque tour de scrutin autant de noms qu'il y

a de nominations �a faire. Il y a trois tours de scrutin. Apr�es les deux premiers, le bureau

dresse une liste des personnes qui, au deuxi�eme tour, ont obtenu le plus de su�rages. Cette

liste contient deux fois autant de noms qu'il y a encore de d�eput�es �a �elire. L'�election se fait

alors �a la majorit�e relative. Comme le note R�emond : \La loi Lâ�n�e supprime la hi�erarchie

des coll�eges par le canal desquels le choix des repr�esentants s'�etait jusqu'�a pr�esent presque

toujours op�er�e... elle adopte le coll�ege unique dont font partie tous ceux qui satisfont aux

conditions requises. Il n'y a donc plus qu'une seule cat�egorie d'�electeurs, qui se r�eunissent

au chef lieu de d�epartement." p 313.8 Les �elections qui suivirent consacr�erent la mont�ee des

lib�eraux au d�etriment des ultraroyalistes. Ceux-ci s'employaient pas divers moyens �a tout

mettre en �uvre pour modi�er la loi �a leur pro�t.

6La chambre introuvable, selon une expression c�el�ebre de Louis XVIII, est issue de ces �elections.
7Le mode de calcul du cens r�ev�ele la conception familialiste du su�rage (Verjus (1996, 2000, 2002).
8Rosanvallon (1992, p 273) o�re une analyse tr�es pouss�ee de la Loi Lâ�n�e dont le projet, r�edig�e par

Guizot, d�eveloppe deux principes fondamentaux. Le premier est que l'�election doit être directe, c'est-�a-dire
que tous les citoyens qui, dans un d�epartement, remplissent les conditions exig�ees par la charte pour être
�electeur, doivent concourir directement, et par eux-mêmes, �a la nomination des d�eput�es du d�epartement.
Le second, c'est que la nomination de chaque d�eput�e doit être le r�esultat du concours de tous les �electeurs
du d�epartement, et non l'ouvrage de telle ou telle portion d�etermin�ee par ces mêmes �electeurs. Rosanvallon
propose une �etude d�etaill�ee de la perception du vote �a deux degr�es par les lib�eraux et de la philosophie du
vote direct. Il pr�esente �egalement une analyse tr�es pertinente de la rh�etorique des ultras au service d'une
coalition des extrêmes compos�ee de l'aristocratie et du petit peuple qui dans le cas du su�rage indirect
continue d'exercer une in
uence sur le choix des repr�esentants. Nous renvoyons a son chapitre \L'Ordre
Capacitaire", qui contient un examen minutieux des d�ebats et enjeux politiques qui ont accompagn�e le choix
et les changements de r�egimes �electoraux. La documentation sur laquelle il s'appuie comprend entre autres
choses de nombreux extraits de d�ebats parlementaires ainsi que des articles d'�epoque, comme ceux publi�es
dans Le Conservateur ou le Mercure de France.
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D�es f�evrier 1819, sous l'impulsion notamment de l'ancien directeur Barth�el�emy, une

proposition introduite �a la chambre des Pairs tend �a modi�er le cens et �a r�eintroduire le

su�rage indirect. Au nombre des arguments mis en avant pour d�enoncer la loi de 1817, �gu-

rait l'importance du taux d'abstention, �evalu�e globalement �a un tiers. \Dans le d�epartement

du Nord, disait M. Lain�e le 20 mars 1819 �a la chambre des d�eput�es, le plus riche et le

plus peupl�e de France, le nombre des �electeurs inscrits ne s'est �elev�e qu'�a 2103. Dans ce

même d�epartement, il y a eu deux �elections depuis la loi du 5 f�evrier. En 1817, sur 2303

�electeurs, il ne s'en est rendu au coll�ege que 439, et en 1818 que 994. Dans les Landes, sur

674 �electeurs inscrits, le coll�ege n'a re�cu que 336 votants. Dans les Basses-Pyr�en�ees o�u il y a

321 �electeurs, 83 seulement ont paru"9. La proposition Barth�el�emy fut rejet�ee mais le projet

d'amender la loi �electorale n'�etait pas abandonn�e pour autant. L'�election de l'abb�e Gr�egoire

en 1819 et l'assassinat du duc de Berry en f�evrier 1820 sont deux �ev�enements symboliques

qui contribu�erent au succ�es de la campagne des ultras

Pour bien comprendre la gen�ese de la loi �electorale de 1820, il est utile de rappeler

quelques rep�eres chronologiques10. Dans un travail tr�es fouill�e, Berger (1903) d�ecrit comment

les victoires de la gauche aux di��erentes �elections de renouvellement partiel de la chambre

ont conduit la droite �a tout mettre en �uvre pour stopper ce processus11. Comme nous

venons de le signaler, l'opposition royaliste invoqua les taux d'abstention �elev�es et la fraude.

Le ministre de la justice, de Serres s'�etait mis �a pr�eparer avec le concours du duc de Broglie

un grand projet de r�eforme constitutionnelle. Dans ce projet qui �etait un compl�ement �a la

charte, l'organisation de la chambre des d�eput�es tenait une grande place. Le grand d�efaut

de la loi de 1817 �etait, selon lui, d'être purement d�emocratique. Le but de son projet �etait

donc d'introduire dans la loi cet �el�ement aristocratique qui �etait absent Pour cela il �etablissait

dans chaque d�epartement des coll�eges �electoraux d'arrondissement et des coll�eges sup�erieurs.

Chaque coll�ege d'arrondissement qui se composait de tous les Francais ag�es de 30 ans et

payant 200 francs de contributions directes �elisaient un d�eput�e. Les coll�eges sup�erieurs qui

comprenaient les �electeurs ag�es de 30 ans et payant 400 francs d'impôts directs nommaient

de leur côt�e un certain nombre de repr�esentants: les membres des coll�eges de d�epartement

votaient aussi dans les coll�eges de'arrondissement. C'�etait bien distinguer entre les �electeurs

et faire une place plus grande aux plus forts censitaires. Le nombre des d�eput�es �etait en

9Cit�e par Weil (1895).
10Notons que les deux �ev�enements symboliques que furent l'�election de l'abb�e Gr�egoire en 1819 et

l'assassinat du duc de Berry en f�evrier 1820 contribu�erent, �a n'en point douter, au succ�es de la campagne
des ultras.
11Les arguments pr�esent�es ci-dessous sont emprunt�es �a Berger mais on pourra aussi consulter Newman

(1974), Spitzer (1983) et Skuy (2003).
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outre port�e �a 440. Les conditions d'�eligibilit�e �etaient rendues plus faciles. En�n les d�eput�es

�etaient �elus pour 7 ans et le renouvellement �etait int�egral.

Mais l'accord impicite provoqu�e par les d�efautes �electorales ne dura pas car certains

membres du minist�ere esp�eraient qu'un prochain renouvellement lui laisserait sa majorit�e.

Certains ministres se refus�erent �a modi�er la loi. Suite �a leur d�emission, le minist�ere Decazes

voit le jour. Le d�esir de changer la loi �electorale n'est cependant nullement amoindri: la

session de la chambre s'ouvrit en novembre 1819 par un discours du roi manisfestant son

intention de modi�er la loi �electorale. Le projet de Serres avait cependant peu de chances

de r�eussir en raison de l'opposition de la droite (contre le minist�ere) et de la gauche même

mod�er�ee (contre le double vote). Decazes �etait le maitre d'oeuvre de ce nouveau projet.

Son intention �etait de substituer au projet de Serres un projet plus simple sur lequel un

accord pût se faire.. Comme le note Weil (1895) : \Dans l'expos�e des motifs, M. Decazes

signalait les vices de la l�egislation existante : un scrutin de liste pouvant porter sur un

nombre de d�eput�es pouvant aller jusqu'�a 12 et le vote au chef-lieu." p 90. En e�et, la loi

Lâ�n�e pr�evoyait que les coll�eges �electoraux devaient se r�eunir physiquement au chef-lieu de

chaque d�epartement. Decazes d�ecrivait le d�eclin des motivations \des propri�etaires enlev�es �a

leur sol, contraints de faire porter leurs choix sur des noms qui sont nouveaux pour eux et ne

peuvent pas exprimer un vote personnel, un su�rage r�eel. Ils arrivent �a se d�esint�eresser de

l'�election. Une cons�equence in�evitable de cet �etat de choses est d'assurer au chef-lieu toute

l'in
uence �electorale. Les trois cinqui�emes des arrondissements n'ont pas �elu de d�eput�es". Le

projet Decazes maintint le syst�eme des deux coll�eges du projet de Serres mais proposa qu'au

lieu de nommer s�epar�ement leurs d�eput�es, ceux-ci les choisissent parmi les candidats qu'ils

se seraient mutuellement pr�esent�es. Au terme de pourparlers infructueux, le roi ordonna

de r�ediger un nouveau projet. Le 10 f�evrier 1820 celui-ci �etait r�edig�e et approuv�e par le

roi. Ce projet conservait deux coll�eges. Les coll�eges d'arrondissement devaient nommer

258 d�eput�es. Les coll�eges sup�erieurs �etaient compos�es de 600 membres au plus et de 100

membres au moins, �elus par les coll�eges d'arrondissement parmi les �electeurs payant 1000

F de contributions directes et ils devaient �elire 172 d�eput�es. On esp�erait qu'une entente

allait pouvoir être obtenue sur cette base. Le projet devait être pr�esent�e �a la Chambre le

14 f�evrier mais le 13, le Duc de Berry etait assassin�e ! La situation du minist�ere devenait

tr�es di�cile (la droite ultra consid�erait l'orientation du cabinet pendant ces derni�eres ann�ees

comme un encouragement aux pires id�ees r�evolutionnaires) et �nalement Decazes quitte le

pouvoir et laisse la place �a Richelieu. Le Ministre de l'int�erieur M. Sim�eon pr�esenta d�es avril

un nouveau projet reprenant l'id�ee de deux classes de coll�eges �electoraux. On avait mis le

plus grand soin �a ne pas s'�ecarter des dispositions de la charte. Aucune modi�cation n'est
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apport�ee quant aux conditions d'�electorat, d'�eligibilit�e ni quant au nombre de d�eput�es. Il

n'�etait pas question non plus du mode de renouvellemnt de la chambre. Le projet mainenant

le syst�eme des deux coll�eges. Il innovait quant �a leurs compositions et �a leurs attributions.

Le projet de loi fut d�ebattu avec ardeur �a la Chambre des d�eput�es et aboutit �a des �emeutes

dans Paris.

Dans le premier projet12 pr�esent�e �a la Chambre, les coll�eges de d�epartement devaient se

composer des �electeurs les plus impos�es du d�epartement jusqu'�a concurrence du cinqui�eme de

la totalit�e de ces �electeurs. Les coll�eges d'arrondissement ne nommaient plus de d�eput�es, mais

choisissaient chacun un nombre de candidats �egal au nombre des d�eput�es du d�epartement,

et c'est parmi ces candidats que les coll�eges sup�erieurs devaient �elire les d�eput�es. Le projet

souleva les protestations de la gauche. La discussion de la loi commenca le 15 mai et devait

durer jusqu'au 10 juin. Dans la Chambre, deux partis se trouvaient en pr�esence : d'un côt�e

les d�efenseurs de la loi du 5 f�evrier, de l'autre ses adversaires... Les deux partis en pr�esence

�etaient �a peu pr�es �egaux et on en eut bientôt la preuve. Apr�es la clôture de la discussion sur

le premier article du projet, deux amendements furent pr�esent�es par Delaunay et par Jordan,

membres l'un et l'autre du centre gauche. Le rejet des amendements imposa la conciliation

et le 6 juin, un amendement de nature �a �etablir un compromis est introduit par Courvoisier.

C'est d�ej�a la loi de 1820, �a ceci pr�es que, pour lui, les plus fortement impos�es ne devaient

voter que dans les coll�eges sup�erieurs. Devant l'opposition de la droite, il retire sa motion

et Boin introduit le double vote dans un amendement pr�esent�e le 7 juin et vot�e le 9 juin.

L'ensemble de la loi est en�n vot�e par la Chambre des D�eput�es le 12 juin et par la Chambre

Haute le 28 juin.

Au nombre des dispositions principales de la loi qui fut d�e�nitivement adopt�ee, il �gure

un d�ecoupage en deux cat�egories de coll�eges, d�ecoupage qui avait pourtant fait l'objet de

discussions anim�ees. Il y a dans chaque d�epartement un coll�ege �electoral de d�epartement et

des coll�eges �electoraux d'arrondissement. Comme dans la loi du 5 f�evrier 1817, sont �electeurs

dans les coll�eges d'arrondissement, les citoyens de sexe masculin âg�es d'au moins 30 ans et

payant au moins 300F de contributions directes. Les coll�eges d'arrondissement �elisent les
3
5
des d�eput�es, soit 258. Les coll�eges de d�epartement, compos�es du premier quartile des

�electeurs les plus impos�es du d�epartement, proc�edent �a l'�election des 2
5
restants, soit 172

d�eput�es. La m�ethode d'�election est le scrutin uninominal (plurinominal dans le cas des

coll�eges de d�epartement �elisant plus d'un d�eput�e) majoritaire �a 3 tours d�ej�a propos�e par la

12Tous les projets (�a l'exception de celui amend�e par Jordan) ont en commun de proposer deux coll�eges
qui d�e�nissent deux classes d'�electeurs (sans compter ceux qui, �a d�efaut de ne pas passer le seuil censitaire,
ne participent pas au processus politique). Seuls les conditions d'acc�es aux deux coll�eges et les attributions
de ceux-ci varient d'un projet �a l'autre.
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loi du 5 f�evrier 181713.

Sans surprise, les �elections de novembre 1820 virent une victoire �ecrasante des ultra-

royalistes surnomm�ee la \chambre retrouv�ee" en r�ef�erence �a la chambre de 1815 connue

sous le nom de \chambre introuvable". La loi a �et�e utilis�ee �a plusieurs reprises �a l'occasion

des renouvellements de la chambre et aussi de plusieurs dissolutions. Apr�es la dissolution

de 1823, les �elections de f�evrier-mars 1824 conduisent �a une domination sans partage des

ultras : les lib�eraux n'ont plus que 19 si�eges. Celles de novembre 1827 voient la remont�ee

des lib�eraux, qui ne cessera de se con�rmer jusqu'aux �elections de juillet 1830. On connâ�t

la suite : l'attitude intransigeante du roi Charles X, les Ordonnances de Juillet, les Trois

Glorieuses et le d�ebut de la Monarchie de Juillet. Une loi �electorale du 19 avril 1831 remplace

celle du 29 juin 1820, et elle abandonne le coll�ege �electoral de d�epartement tout en abaissant

le cens et l'âge pour être �electeurs. Le pays est en marche vers le su�rage universel.

Cet article porte exclusivement sur la loi �electorale du 29 Juin 1820 mais il est utile de

rappeler que cette p�eriode a �et�e le th�eatre d'autres pratiques �electorales au premier rang

desquelles l"art" du d�ecoupage d'un territoire en circonscriptions. En fait, la n�ecessit�e

d'un d�ecoupage d�ecoule de la loi du 29 Juin 1820. En e�et, en 1820, la France est divis�ee

en 247 circonscriptions. La loi du 29 Juin 1820 ayant cr�e�e 247 coll�eges d'arrondissement

alors que la France comptait 362 arrondissements administratifs, un d�ecoupage s'en suivait

n�ecessairement. Comme le souligne Gaudillere (1995), " le parlement aurait certes pu en

d�ebattre en même temps que la loi �electorale elle même: cette proc�edure logique sera celle de

1831, 1875, 1889 et 1927. Mais deux �ev�enements conduisent le pouvoir ex�ecutif �a choisir une

autre voie. Comme nous l'avons d�ej�a �evoqu�e, les d�ebats parlementaires sur la loi du double

vote s'�etaient caract�eris�es par une rare violence et une obstruction farouche des lib�eraux;

sur ce probl�eme, ils avaient d�emontr�e la fragilit�e et l'exiguit�e de la majorit�e minist�erielle.

On comprend que le gouvernement ait pr�ef�er�e ne pas s'engager dans un interminable d�ebat

de d�ecoupage. d'autre part, l'op�eration n'avait jamais �et�e tent�ee , nin en France ni alleurs,

ce qui incitait �a r�e
�echir avant toute initiative. Autant le vote de la loi �electorale avait �et�e

brusqu�e, autant le d�ecoupage devait ête "m�edit�e".

A ces deux raisons conjoncturelles s'ajoutaient deux raisons de fond que l'on retrouvera:

le cabinet Richelieu menait une politique de r�eaction par rapport �a ses pr�ed�ecesseurs. Comme

13Nous n'allons pas exposer tous les d�etails de la loi de 1820. Il faut cependant savoir qu'il y a des cas
sp�eciaux o�u la division en deux cat�egories de coll�eges n'est pas mise en �uvre. L'article 1 de la loi mentionne
que \...n�eanmoins, tous les �electeurs se r�euniront dans un seul coll�ege dans les d�epartements qui n'avaient
�a l'�epoque du 5 f�evrier 1817 qu'un seul d�eput�e �a nommer, dans ceux o�u le nombre d'�electeurs n'exc�ede pas
300 et dans ceux qui, divis�es en 5 arrondissements de sous-pr�efecture n'auront pas au del�a de 400 �electeurs".
Par ailleurs certains historiens, comme de Waresquiel et Yvert (2002), ont mal reproduit les proportions
attach�ees aux deux coll�eges �electoraux.
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souvent, la loi �electorale n'�etait qu'une arme destin�ee �a �etablir solidement et durablement

la majorit�e de la chambre, en l'esp�ece �a droite. Le d�ecoupage revêtait dans cette optique

une importance bien compr�ehensible, et le �xer sans d�ebat parlementaire dans le silence des

bureaux minist�eriels, �etait une tentation toute naturelle. La loi du 29 Juin article 2 avait

donc renvoy�e le d�ecoupage �a une ordonnance royale, prise apr�es avis des conseils g�en�eraux

et soumise �a l'approbabtion du parlement l'ann�ee suivante. La consultation des assembl�ees

d�epartementales fut rapidement conduite et l'ordonnance sign�ee sign�ee le 30 août 1820. Le

travail monumental de Gaudillere d�emontre que de nombreux d�ecoupages ont proc�ed�e d'un

calcul strat�egique

Le projet de loi destin�e �a p�erenniser le provisoire fut d�epos�e le 5 Janvier 1821, vint en

discussion le 7 F�evrier devant les d�eput�es et d�eboucha sur la loi du 26 Mai 1821. Mais la loi

�electorale et le double vote avaient entre-temps produit les e�ets escompt�es, et radicalement

chang�e l'h�emicycle : sur 223 si�eges pourvus aux �elections de novembre 1820, la majorit�e

gouvernementale en avait remport�e environ 200. Comme le note Gaudillere: "Ces d�ebats

parlementaires de 1821 sont int�eressants �a un double titre. Certes, ils n'ont que tr�es peu

modi��e le d�ecoupage de 1820: 15 d�epartements �a peine, souvent pour de simples retouches.

Mais ils ont contraint le gouvernement et sa majorit�e �a tenter d'expliquer les m�ethodes

utilis�ees six mois auparavant. Ils ont aussi �x�es pour une tr�es longue p�eriode-jusqu'�a

la �n de la Troisi�eme R�epublique-certains traits des d�ebats parlementaires en mati�ere de

d�ecoupage: large consultation des d�eputations de chaque d�epartement, nombre somme toute

restreint d'amendements au projet gouvernemental, rôle de la chambre haute". S'agissant

des principes de ces d�ecoupages, Le ministre de l'int�erieur les �enum�ere dans son expos�e des

motifs: "la population g�en�erale des arrondissements, leur richesse, leur in
uence, la facilit�e

des communications, le rapprochement des �electeurs d'un centre commun, en�n leur nombre

qu'il �etait bon de rendre �a peu pr�es �egal, autant que les localit�es le permettaient"14.

1.3 Objet et Plan de l'Etude

La loi �electorale du 29 juin 1820, en distinguant deux cat�egories d'�electeurs, ceux qui ne vo-

tent que dans le coll�ege d'arrondissement et ceux qui votent dans le coll�ege d'arrondissement

et le coll�ege de d�epartement, pr�esente une caract�eristique tout �a fait originale qui en fait

un \cas d'�ecole" pour l'analyse du pouvoir de vote. Comme le souligne R�emond (1965),

\la minorit�e fortun�ee est ainsi deux fois repr�esent�ee. La loi accentue et porte au carr�e le

caract�ere fonci�erement in�egalitaire de l'�election censitaire".

14Le lecteur lira avec pro�t le d�etail de l'argumentaire dans Gaudillere (1995).
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Comment peut-on mesurer le degr�e d'in
uence de chaque cat�egorie d'�electeurs dans un

tel processus �electoral ? Les �electeurs les plus riches, qui votent deux fois, ont-ils deux fois

plus de \pouvoir" que ceux qui ne votent qu'une fois ? L'analyse que nous proposons dans

les sections qui suivent s'e�orce de r�epondre �a ces questions.

On notera que le champ de cette �etude d�epasse le cadre �etroit de la loi de 1820 : le double

vote peut en e�et intervenir �egalement dans le cas de syst�emes �electoraux hybrides. Dans ces

syst�emes (utilis�es notamment dans les Conseils de certaines structures intercommunales aux

Etats-Unis), le territoire est d�ecoup�e en districts et les �electeurs de chaque district �elisent

un repr�esentant qui si�egera au Conseil ; �a ces repr�esentants �elus par district s'ajoutent des

repr�esentants �elus sur une base globale par la population de l'ensemble du territoire. Des

syst�emes de ce type ont �et�e r�ecemment �etudi�es par Edelman (2004). Nous y reviendrons.

L'article est structur�e de la mani�ere suivante. La Section 2 pr�esente les fondements

th�eoriques de notre analyse. Nous introduisons tout d'abord, de mani�ere br�eve, dans la

Section 2.1. la th�eorie des indices de pouvoir, dont nous soulignons la nature fondamentale-

ment probabiliste. Nous rappelons ensuite dans la Section 2.2 certains r�esultats utiles pour

comprendre les d�eveloppements ult�erieurs ; ces r�esultats, dus notamment �a Owen (2001), con-

cernent l'analyse du pouvoir des �electeurs dans les syst�eme repr�esentatifs les plus courants,

o�u les di��erents coll�eges �electoraux sont disjoints (chaque �electeur ne vote qu'une fois). La

Section 2.3 pr�esente en�n l'analyse d'Edelman (2004), qui, le premier, a �etudi�e la situation

plus g�en�erale o�u les di��erents districts �electoraux ne sont pas disjoints. A la lumi�ere de

ces analyses, nous proposons dans la Section 3 un mod�ele simpli��e et approximatif per-

mettant d'�evaluer le rapport des pouvoirs de chaque cat�egorie d'�electeurs dans le cadre

de la loi de 1820. Le mod�ele pr�esent�e repose (notamment) sur une hypoth�ese discutable,

selon laquelle les votes des �electeurs qui votent deux fois sont ind�ependants. A�n d'�evaluer

l'impact des hypoth�eses simpli�catrices utilis�ees, nous pr�esentons dans la même section des

calculs num�eriques permettant de quali�er certaines approximations tout en ignorant la

corr�elation des votes des �electeurs qui votent dans deux coll�eges. Des calculs exacts int�egrant

la corr�elation des votes reproduits dans les Appendices 3, 4 et 5 compl�etent l'analyse, que

conclut la Section 4.

2 Fondements Th�eoriques
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2.1 Choix Social Binaire

On consid�ere le cas d'une collectivit�e N constitu�ee de n membres, devant faire un choix

parmi deux options : D ou G, r�eforme ou statu quo,... Chaque membre i de N est d�ecrit par

sa pr�ef�erence Pi. Il y a deux pr�ef�erences possibles : G ou D. Un m�ecanisme de choix social

(interpr�et�e ici comme un m�ecanisme de vote) est une application F d�e�nie sur fG;Dgn et
�a valeurs dans fG;Dg : �a tout pro�l P = (P1; :::; Pn) 2 fG;Dgn, il attache une d�ecision
F (P ) 2 fG;Dg. Un tel m�ecanisme F est compl�etement d�ecrit par la liste F�1 (G) des

coalitions S � N telles que F (P ) = G. Cette liste W de coalitions d�e�nit ce qui est

commun�ement appel�e un jeu simple d�es l'instant o�u ? =2 W et N 2 W15 etW est monotone

(S 2 W et S � T ) T 2 W) ; une coalition S dans W sera appel�ee ici une coalition

gagnante. Un jeu simple est dit propre si S; T 2 W ) S \ T 6= ?. Il est fort si pour tout
S � N : S 2 W ou NnS 2 W16.

Intuitivement, un �electeur a du pouvoir dans le m�ecanisme F (i.e. W) lorsque sa
pr�ef�erence Pi joue un rôle important dans la s�election de l'option collective. Peut-on �evaluer

ex ante (c'est-�a-dire avant la connaissance des pr�ef�erences des uns et des autres) le pouvoir

des di��erents �electeurs ?

Une telle mesure repose tout d'abord sur un mod�ele de tirage al�eatoire � du pro�l

P . Pla�cons nous du point de vue de l'�electeur i. Si ce qui importe est d'être celui dont

la pr�ef�erence fait la di��erence, alors il faut �evaluer le nombre de pro�ls P ou, de fa�con

�equivalente de S = S(P ), tels que S 2 W et Sn fig =2 W . La probabilit�e d'un tel �ev�enement
est: X

T =2W et T[fig2W

� (T )

La mesure est clairement sensible �a la sp�eci�cation de �. Deux cas majeurs ont retenu

l'attention. Le premier (connu dans la litt�erature anglosaxonne sous le vocable de Impartial

Culture (IC)) conduit �a l'indice de Banzhaf. Il correspond �a la situation o�u les Pi r�esultent

de tirages ind�ependants et �equiprobables. Dans ce cas, � (T ) = 1
2n�1 pour tout T � Nn fig.

L'indice de pouvoir de Banzhaf Bi de l'�electeur i est donc �egal �a:

�i (W)
2n�1

15Le m�ecanisme n'est pas constant.
16Le m�ecanisme F traite �equitablement les deux alternatives D et G si et seulement si le jeu W est propre

et fort. En e�et soit P un pro�l tel que F (P ) = G. Par cons�equent, si S repr�esente la coalition des joueurs
votant G alors S 2 W. Consid�erons le pro�l P 0 o�u les �electeurs de S votent maintenant D et ceux de NnS
votent G. Puisque S 2 W, NnS =2 W c'est-�a-dire : F (P 0) = D. On v�eri�e r�eciproquement que si F est
neutre alors W est propre et fort.
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o�u �i (W) d�esigne le nombre de coalitions T � Nn fig telles que T =2 W et T [ fig 2 W
(dans la litt�erature, une telle coalition T est souvent appel�ee un "swing" pour le joueur i). Le

second (connu sous le vocable de Impartial Anonymous Culture (IAC) Assumption) conduit

�a l'indice de Shapley-Shubik. Il suppose que, conditionnellement au tirage uniforme du

param�etre p dans l'intervalle [0; 1], les tirages des pr�ef�erences individuelles sont ind�ependants

et identiquement distribu�es comme des Bernoulli de param�etre p. On obtient dans ce cas:

� (T ) = pt(1� p)n�1�t o�u t � #T . L'indice de pouvoir de Shapley-Shubik Shi de l'�electeur
i est donc �egal �a: Z 1

0

0@ X
T =2W et T[fig2W

pt(1� p)n�1�t
1A dp

On pourrait songer �a bien d'autre mod�eles probabilistes incluant plus ou moins de

corr�elation entre les votes. On pourrait par exemple supposer que les �electeurs sont d�ecrits

au d�epart par des caract�eristiques socio�economiques et g�eographiques et que deux �electeurs

ayant des caract�eristiques voisines ont plus de chances de voter de fa�con similaire. S'agissant

de l'in
uence, on pourrait aussi s'int�eresser �a d'autres �ev�enements que celui d'être �electeur

pivot. On pourrait, par exemple, consid�erer l'�ev�enement \concordance entre le choix social

et la pr�ef�erence de l'�electeur i ": le pouvoir de l'�electeur i serait mesur�ee dans ce cas par la

probabilit�e de voir le m�ecanisme respecter son choix. Cette mesure n'est pas sans relation

avec la mesure d'in
uence consid�er�ee ici17. Dans la suite de notre travail, nous allons nous

limiter �a la mesure du pouvoir d'in
uence attach�ee au fait d'être pivot et aux deux mod�eles

probabilistes �evoqu�es ci-dessus18.19.

Le calcul de ces indices va d�ependre en premier lieu du jeu simple d�ecrivant le m�ecanisme.

Dans ce qui suit, nous nous concentrerons principalement sur les jeux majoritaires pond�er�es

(en particulier les jeux majoritaires ordinaires) et les jeux compos�es. Un jeu simple (N;W)
est un jeu majoritaire pond�er�e si il existe un vecteur de poids (w1; w2; :::; wn) 2 Rn+ et un
quota q > 0 tels que :

S 2 W ssi
X
i2S
wi � q

Le nombre q d�esigne le quota n�ecessaire pour valider l'alternative qui est examin�ee.

Suivant le contexte, les poids wi pourront d�esigner le nombre de repr�esentants de i si i

17Dans le cas IC, voir Felsenthal et Machover (1998) theor�eme 3.2.16.
18Ce sont les deux mod�eles les plus populaires. Pour une pr�esentation plus g�en�erale de ces deux mod�eles

et des indices qui y sont associ�es, voir par exemple Felsenthal et Machover (1998) et Stra�n (1988).
19Dans les appendices 1 et 2, nous introduirons cependant deux mod�eles compl�ementaires, adapt�es �a

notre contexte �electoral et qui s'intercalent entre IC et IAC ; cela nous permettra d'�eviter quelques-unes des
di�cult�es du mod�ele IAC conventionnel dans le cas des jeux compos�es.
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d�esigne un pays votant dans une organisation internationale ou encore le nombre de d�eput�es

de i si i d�esigne un parti votant de fa�con disciplin�ee dans une assembl�ee parlementaire. Si

q >
P
i2N wi
2

, le jeu W est propre. Lorsque les poids wi sont des entiers, le quota
lP

i2N wi
2

m
o�u dxe d�esigne le premier entier strictement sup�erieur �a x d�esigne le quota majoritaire et
le jeu simple associ�e est appel�e le jeu majoritaire ordinaire. Si

P
i2N wi est impair, le jeu

majoritaire ordinaire W est fort. Lorsque
P

i2N wi est pair, ce n'est plus n�ecessairement le

cas. Lorsqu'une telle situation se pr�esente20, un second jeu est utilis�e pour d�epartager les ex

aequo, par exemple, l'un des joueurs peut être utilis�e comme \tie breaker". Dans le cas o�u

tous les poids sont �egaux �a 1 et q =
�
n
2

�
, on obtient le jeu majoritaire sym�etrique. Si n est

impair, le jeu majoritaire sym�etrique est fort.

2.2 Composition Classique : les Coll�eges Disjoints

La complexit�e du probl�eme historique examin�e ici trouve son origine dans le fait que les

di��erents coll�eges qui �elisent un ou plusieurs repr�esentants ne sont pas disjoints. Certains

�electeurs appartiennent �a plusieurs coll�eges et votent donc plusieurs fois. Le cas d'�ecole le

plus souvent consid�er�e suppose en revanche des repr�esentants �elus sur la base d'un d�ecoupage

�electoral de la population. La population totale des �electeurs N est partitionn�ee en K

districts �electoraux: N = [1�k�KNk. Les nk �electeurs du district k �elisent �a la majorit�e
simple wk repr�esentants (les wk repr�esentants du district k sont tous de droite ou tous

de gauche). L'assembl�ee comprend donc au total
P

1�k�K wk repr�esentants. Nous allons

d�eterminer des formules permettant un calcul exact ou approximatif des indices de Banzhaf

et de Shapley-Shubik des �electeurs suivant le district auquel ils appartiennent dans le cadre

du jeu compos�e qui d�ecrit le processus de d�ecision collective. Ce calcul exploite les propri�et�es

des deux indices par rapport �a l'op�eration de composition. Dans le cas de Banzhaf, l'indice

de pouvoir r�esulte d'une simple multiplication de l'indice de pouvoir de l'�electeur dans son

district et de l'indice de pouvoir de son repr�esentant dans l'assembl�ee. Dans le cas de Shapley-

Shubik, les choses sont beaucoup moins simples comme nous le rappelle Owen (2001) et nous

y revenons ci-dessous.

Comme on l'a vu dans la section pr�ec�edente, le calcul de la probabilit�e de l'�ev�enement

\l'�electeur i du district k est pivot" est assez simple dans son principe : il su�t de d�enombrer

les pro�ls de vote o�u cet �electeur est pivot. Ce sera le cas si les votes dans le district k se

divisent en deux parts �egales et si le bloc des wk repr�esentants du district k est pivot dans

20C'est par exemple la cas du coll�ege �electoral am�ericain de 2008 avec n = 51 et des poids wi tels queP
i2N wi = 538 et donc

lP
i2N wi
2

m
= 270. En cas d'�egalit�e (269 votes pour chacun des deux candidats) c'est

la chambre des repr�esentants (qui comprend 435 membres) qui �elit le pr�esident.
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l'assembl�ee. Dans le cas de IC, ce dernier �ev�enement est ind�ependant de ce qui s'est pass�e

dans le district k. Il n'en est pas de même sous l'hypoth�ese IAC. C'est la raison qui justi�e

l'introduction du mod�ele IAC� d�ecrit dans l'Appendice 1.

Le bloc des wk repr�esentants du district k est pivot dans l'assembl�ee si l'ensemble des

districts G � f1; :::; Kg n fkg qui votent �a gauche est tel que:

q � wk �
X
j2G

wj < q

Le d�enombrement Mk des ensembles G v�eri�ant l'in�egalit�e ci-dessus n'est pas imm�ediat

en g�en�eral. Dans le cas du quota majoritaire et sous des conditions non compl�etement

caract�eris�ees, les rapports Mk

Ml
sont tr�es proches des rapports wk

wl
(Mann and Shapley (1964),

Riker and Shapley (1968)). C'est aussi le sens du th�eor�eme limite de Penrose (1946) qui

a�rme que, si le nombre de blocs de repr�esentants est su�samment grand, alors les deux

ratios sont proches pour chaque paire de blocs de repr�esentants. Cette a�rmation n'est pas

vraie en toute g�en�eralit�e mais l'est sous certaines conditions21 (Chang, Chua and Machover

(2006), Lindner and Machover (2004)). Dans l'Appendice 9, nous �etudions dans le d�etail un

exemple o�u, pr�ecis�ement, cette convergence n'a pas lieu.

Une approche g�en�erale et remarquable des questions qui pr�ec�edent a �et�e d�evelopp�ee par

Owen (1972, 1975, 2001). Elle est bas�ee sur le concept d'extension multilin�eaire d'un jeu

coop�eratif �a utilit�e transf�erable. Dans le cas o�u l'ensemble des joueurs est f1; :::; Kg, un
tel jeu est d�ecrit par une fonction d'ensemble V : S � f1; :::; Kg ! V (S) 2 R+ telle que
V (?) = 0. Son extension multilin�eaire est la fonction f = fV d�e�nie sur [0; 1]K comme suit:

f(x1; x2; :::; xK) =
X

S�f1;:::;Kg

(Y
i2S
xi
Y
i=2S

(1� xi)
)
V (S)

Le vecteur (x1; x2; :::; xK) 2 [0; 1]K peut être interpr�et�e comme le vecteur des probabilit�es
d�ecrivant la formation d'une coalition al�eatoire eS sous r�eserve que les appartenances des
membres soient le r�esultat de tirages al�eatoires ind�ependants. Dans ce cas, f(x1; x2; :::; xK)

correspond �a l'esp�erance math�ematique de la fonction V i.e. f(x1; x2; :::; xK) = E
h
V (fS)i.

La propri�et�e la plus remarquable est attach�ee �a la formule suivante :

Shk (V ) =

Z 1

0

fk(t; t; :::; t)dt o�u fk(x1; x2; :::; xK) �
@f

@xk
(x1; x2; :::; xK)

Dans cette formule, Shk (V ) d�esigne la valeur de Shapley du joueur k dans le jeu V

c'est-�a-dire :
21Dans le cas d'un quota quelconque, l'approximation de Penrose n'est pas valide en g�en�eral (Lindner et

Owen (2007)).

14



Shk (V ) �
X

T�f1;:::;Kg
k2T

(t� 1)!(K � t)!
K!

[V (T )� V (Tn fkg]

On obtient facilement :

fk(x1; x2; :::; xK) =
X

S�f1;:::;Kg
k=2S

8>><>>:
Y
j2S
xj
Y
j =2S
j 6=k

(1� xj)

9>>=>>; (V (S [ fkg)� V (S))
Dans cette expression, le coe�cient

Y
j2S
xj
Y
j =2S
j 6=k

(1� xj) peut s'interpr�eter comme la prob-

abilit�e que eS = S. D'o�u l'on d�eduit que fk(x1; x2; :::; xK) = E hV �eS [ fkg�� V (eS)i.
Dans le cas o�u V est un jeu simple i.e. V (S) 2 f0; 1g pour tout S � f1; :::; Kg, on obtient

:

fk(x1; x2; :::; xK) = Prob(eS est perdante et eS [ fkg est gagnante)
Lorsque W est un jeu majoritaire pond�er�e d�ecrit par le vecteur de poids (w1; w2; :::; wn)

et le quota q, on obtient:

fk(x1; x2; :::; xK) = Prob(q � wk � Y < q)

o�u Y est la variable al�eatoire
P

j2f1;:::;Kgnfkg Zj et Zj est la variable al�eatoire �egale �a wj

avec la probabilit�e xj et 0 sinon. Puisque E(Zj) = xjwj et �
2 (Zj) = xj (1� xj)w2j , on

d�eduit du fait que les variables Zj sont ind�ependantes :

E(Y ) =
X
j 6=k

xjwj et �
2 (Y ) =

X
j 6=k

xj (1� xj)w2j

Sous r�eserve d'être dans les conditions d'application d'une version du th�eor�eme de la

limite centrale22, on en d�eduit que Y est approximativement �egale �a une loi normale eY de

moyenne E(Y ) et variance �2 (Y ). Dans le cas o�u (x1; x2; :::; xK) = (t; t; :::; t), la variable

al�eatoire not�ee eYt v�eri�e:
E(eYt) = tX

j 6=k

wj et �
2
�eYt� = t(1� t)X

j 6=k

w2j

22Ces conditions ne sont pas remplies dans le cadre de la situation examin�ee dans l'Appendice 9.

15



On en d�eduit que :

Prob(q�wk � Yt < q) = Prob(q�wk � eYt < q) = �
0@q � E(eYt)

�
�eYt�

1A��
0@q � E(eYt)� wk

�
�eYt�

1A
o�u :

�(s) �
Z s

�1

1p
2�
e
�r2
2 dr

On peut utiliser cette approximation pour obtenir une approximation de l'indice de pou-

voir Shk =
R 1
0
fk (t; t; :::; t) dt du joueur k dans le jeu majoritaire pond�er�e en substituant

�

�
q�E(eYt)
�(eYt)

�
� �

�
q�E(eYt)�wk

�(eYt)
�
�a fk (t; t; :::; t) et en proc�edant �a une int�egration num�erique

(Owen (1975)). Similairement, l'indice de pouvoir Bk = fk
�
1
2
; 1
2
; :::; 1

2

�
du joueur k dans le

jeu majoritaire pond�er�e est approximativement �egal �a:

Prob(q � wk � eY 1
2
< q)

On peut une fois encore utiliser l'approximation gaussienne pour proc�eder �a une �evaluation

num�erique de Bk. S'agissant de la formule d'approximation de Penrose (1952), c'est-�a-dire

de la proportionalit�e de ces indices aux poids, il faut se montrer plus prudent. Les vari-

ables al�eatoires Zj sont �a valeurs enti�eres d�es l'instant o�u les poids wj le sont. Pour o�rir

des formules approximatives de Bk bas�ees sur l'approximation gaussienne, on a besoin de

versions locales du th�eor�eme de la limite centrale (Davis and McDonald (1995), McDonald

(1979), Mukhin (1991), Petrov (1975)) pour des variables �a valeurs enti�eres. Des versions

du r�esultat de Penrose ont �et�e d�emontr�ees en appliquant ces versions locales ( Lindner and

Machover (2004)). Il est clair que la relation de Penrose n'a de sens que dans un contexte

asymptotique convenablement d�e�ni (Lindner and Owen (2007)).

Dans le cas particulier o�u K est un nombre impair, q = K+1
2

et wk = 1 pour tout

k = 1; :::; K, on d�eduit directement de la formule de Stirling que l'indice Bk est proportionnel

�a 1p
K
. Par ailleurs, on d�eduit imm�ediatement de la propri�et�e de sym�etrie de la valeur de

Shapley que l'indice SSk est �egal �a
1
K
:

Sous r�eserve d'être dans un cas de validit�e de l'approximation de Penrose, on en d�eduit

que la probabilit�e de l'�ev�enement \l'�electeur i du district k est pivot", i.e. l'indice de Banzhaf

d'un �electeur g�en�erique du district k est proportionnel �a :

wkp
nk
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On dispose donc d'une formule multiplicative tr�es compacte de la mesure du pouvoir

au sens de Banzhaf d'un �electeur en fonction de la taille de son district et du nombre de

repr�esentants que son district envoie �a l'assembl�ee.

Dans le cas de la mesure de Shapley-Shubik classique, c'est-�a-dire dans le cadre du mod�ele

IAC classique, le calcul est plus compliqu�e. On peut �a la suite d'Owen (2001) exploiter le fait

que l'extension multilin�eaire d'un jeu compos�e est la composition de l'extension multilin�eaire

du jeu global et des extensions multilin�eaires des jeux locaux. En notant f l'extension

multilin�eaire du jeu majoritaire pond�er�e d�ecrivant l'assembl�ee et gk l'extension multilin�eaire

du jeu majoritaire d�ecrivant l'�election des repr�esentants du district k, nous disposons de la

formule g�en�erale23 (Owen, 2001) :

Shk =
1

nk

Z 1

0

fk
�
y1 (t) ; y2(t); :::; yK(t)

� dyk (t)
dt

dt

o�u:

yj(t) � gj(t; t; :::; t)

Si l'on fait l'hypoth�ese que les votes dans les di��erents districts sont ind�ependants, la

formule se simpli�e et prend une forme multiplicative. Le mod�ele IAC�, pr�esent�e dans

l'Appendice 1, repose pr�ecis�ement sur cette hypoth�ese. Dans ce cas, on peut d�emontrer,

sous r�eserve d'être dans un cas de validit�e de Penrose que l'indice de Shapley-Shubik modi��e

d'un �electeur g�en�erique du district k est alors proportionnel �a :

wk
nk

2.3 Composition G�en�eralis�ee : les Coll�eges Embô�t�es et les Votes

Multiples

Edelman (2004) a d�evelopp�e une g�en�eralisation de l'op�eration de composition o�u les K

districts �electoraux Nk ne sont plus n�ecessairement disjoints et o�u les �electeurs ont autant de

votes que de coll�eges auxquels ils appartiennent. Si l'�electeur i appartient �a k(i) coll�eges, il

votera k(i) fois et il est possible techniquement de voter parfois en faveur de G et parfois en

faveur de D. A proprement parler, comme le note Edelman, les contextes de composition o�u

les �electorats ne sont pas disjoints sont d�ej�a discut�es dans la litt�erature abstraite sur l'alg�ebre

des jeux simples ( Felsenthal et Machover (1998), Taylor et Zwicker (1999)). Par exemple,

23On peut ensuite �a nouveau utiliser les approximations gaussiennes (Owen (2001)).
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le congr�es des U.S.A. est mod�elis�e comme la r�eunion de deux jeux simples comportant 537

joueurs et dont les joueurs sont identiques. De même, le processus de d�ecision du conseil des

ministres de l'Union Europ�eenne telle que d�e�nie par les di��erents trait�es est mod�elis�e comme

l'intersection de trois jeux simples dont les joueurs (ici au nombre de 27) sont identiques.

L'union et l'intersection sont des cas particuliers de l'op�eration de composition. Dans ces

mod�eles, chaque joueur ne dispose que d'un seul pouvoir de vote.

On continuera de noter N la population de l'ensemble des �electeurs, i.e. N = [1�k�KNk.
Un jeu simple g�en�eralis�e est un Nk-tuple W =(W1;W2; :::;WK) o�u Wk est un ensemble de

parties de Nk v�eri�ant :

� (N1; N2; :::; NK) 2 W
� (?;?; :::;?) =2 W
� Si (S1; S2; :::; SK) 2 W et Sk � Tk pour tout k = 1; :::; K, alors (T1; T2; :::; TK) 2 W .
Les coalitions (S1; S2; :::; SK) 2 W sont appel�ees coalitions gagnantes globales alors que

les composantes sont appel�ees coalitions locales. Dans ce contexte g�en�eralis�e, Edelman d�e�nit

un nouvel indice de pouvoir de type Banzhaf de la mani�ere suivante. Etant donn�e un �electeur

i et une coalition gagnante globale S = (S1; S2; :::; SK), on dit que i est pivot en S dans la

composante k si i 2 Sk et (S1; :::; Skn fig ; :::; SK) =2 W . Soit

Piv(i; S; k) =

�
1 si i est pivot en S dans la composante k
0 sinon

On note � (W ; i) le nombre de fois o�u i est pivot pour une coalition globale dans une
composante donn�ee i.e. :

� (W ; i) =
X
S2W

KX
k=1

Piv(i; S; k)

Edelman d�e�nit l'indice de pouvoir eBi comme suit :
eBi = � (W ; i)

2n1+:::+nK�1

Il est important de souligner que cette mesure di��ere de l'indice de pouvoir de Banzhaf

habituel (Bi).

Le jeu simple g�en�eralis�e qui retient le plus l'attention d'Edelman est celui que nous avons

discut�e dans la section 2.2. �a l'exception de l'hypoth�ese que les ensemblesNk �etaient disjoints.

Etant donn�e un jeu majoritaire pond�er�e [q;w1; :::; wK ] sur l'ensemble f1; 2; :::; Kg et K jeux

simples (Nk;Wk), (S1; S2; :::; SK) 2 W ssi :X
fk:Sk2Wkg

wk � q

18



Cette op�eration de composition g�en�eralis�ee di��ere de l'op�eration de composition classique

car rien dans la d�e�nition ne force �a consid�erer qu'un �electeur est dans toutes les coalitions

ou dans aucune : il peut être comptabilis�e dans certains Si et non dans certains autres. C'est

un peu comme si un �electeur avait autant de sosies (doubles, jumeaux,...) que de coll�eges

dans lesquels il est pr�esent.

Edelman utilise ces notions pour �etudier l'application suivante : un territoire est con-

stitu�e de di��erents districts et chaque district �elit un repr�esentant au \Conseil" du territoire.

Aux repr�esentants �elus dans chaque district s'ajoutent des repr�esentants \territoriaux" �elus

par l'ensemble du territoire : chaque �electeur vote donc deux fois, une fois pour �elire son

repr�esentant de district et une fois pour choisir les repr�esentants territoriaux. La question

qu'il explore est la suivante : quel est, dans ce jeu compos�e, le nombre de repr�esentants

territoriaux qui permet de maximiser le pouvoir de vote (mesur�e par eBi) d'un �electeur du
territoire ? Edelman montre qu'il doit être �egal �a la racine carr�ee du nombre total de

repr�esentants au Conseil.

Edelman avance plusieurs arguments en faveur de sa d�e�nition de l'indice de pouvoir eBi.
Les questions qu'il soul�eve sont discut�ees dans son article. La premi�ere est celle du double

comptage qui tient au fait qu'un �electeur peut être pivot pour une même coalition globale

dans plusieurs composantes. Il est possible de montrer que le probl�eme n'est pas trop s�erieux

lorsque la taille de l'�electorat est su�samment grande. La seconde question est plus s�erieuse.

La mesure de pouvoir eBi suppose que les votes d'un même �electeur sont ind�ependants les uns
des autres24. Edelman montre �a l'aide de certains exemples que les indices Bi et eBi peuvent
être tr�es di��erents.

3 Application �a une Repr�esentation Simpli��ee de la

Loi du \Double Vote".

3.1 Notation et Hypoth�eses Principales.

Pour appliquer la th�eorie classique de la mesure du pouvoir, nous allons passer sous silence

certaines di�cult�es et nous concentrer sur un cadre simpli��e qui, selon nous, ne d�eforme pas

l'essentiel du mode de scrutin instaur�e par la loi du \double vote".

� Nous supposons qu'il n'y a que deux types de candidats : des candidats de gauche et
des candidats de droite. Ce mod�ele binaire est le cadre habituel d'application de la th�eorie

des indices et nous oblige �a ignorer toute autre consid�eration. L'avantage fondamental du

24Le probl�eme de la corr�elation entre les votes est �etudi�e de fa�con abstraite par certains auteurs comme
par exemple Kaniovski (2006).
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mod�ele binaire est l'�equivalence entre vote sinc�ere et vote strat�egique, �equivalence qui cesse

d'être vraie en pr�esence de trois options ou plus. Du point de vue des pr�ef�erences, il y aura

donc deux types d'�electeurs : les �electeurs de gauche et les �electeurs de droite.

� Nous supposons que la population totale des �electeurs est divis�ee en K d�epartements

de taille identique, eux mêmes subdivis�es en A arrondisssements de taille identique not�ee L.

La taille des d�epartements est donc �egale �a AL et la taille de l'�electorat total est �egale �a

ALK.

� Dans ce contexte sym�etrique, il y a deux classes d'�electeurs : ceux qui ne votent qu'une
seule fois (les \petits" �electeurs) et ceux qui votent deux fois (les \grands" �electeurs). Nous

voulons calculer les indices de Banzhaf et de Shapley-Shubik r�evis�e des deux types d'�electeurs.

Pour continuer �a maintenir la sym�etrie �a son maximum, nous allons supposer que le nombre

de grands �electeurs est le même dans chaque d�epartement et qu'il se r�epartit en parts �egales

dans chaque arrondissement. Le nombre de grands �electeurs d'un arrondissement est ainsi

not�e M (avec M � L) et M
L
repr�esente la fraction de grands �electeurs par arrondissement

(et par d�epartement, compte tenu de nos hypoth�eses).

� Le scrutin de chaque arrondissement est uninominal (en accord avec la loi). En revanche,
nous supposerons pour simpli�er que chaque coll�ege d�epartemental �elit le même nombre D

de d�eput�es (D � 1). Le nombre de d�eput�es �a la chambre est ainsi �egal �a K(D + A).
Een prenant K = 86 d�epartements, A = 3 arrondissements par d�epartements, D = 2

d�eput�es �elus par les grands �electeurs de chaque d�epartement et M
L
= 1

4
, on retrouve les

principaux �el�ements caract�eristiques de la loi �electorale de 1820 : la chambre des d�eput�es

compte 86 � (2 + 3) = 430 membres ; 258 (soit 3/5) sont �elus par tous les �electeurs et 172
(soit 2/5) sont �elus par les �electeurs les plus riches qui constituent le quart de l'�electorat.

L'environnement �electoral consid�er�e par Edelman (2004) dans son application mentionn�ee

plus haut est un cas particulier de notre mod�ele dans lequel tous les �electeurs votent deux

fois. On a dans cette application K = 1 et M
L
= 1.

� En�n, comme Edelman, nous allons d�eriver des formules approximatives de calcul du
pouvoir de chaque classe d'�electeurs en n�egligeant les probl�emes de corr�elation r�esultant du

fait que les grands �electeurs votent plusieurs fois. Nous supposons ainsi que le vote d'un

grand �electeur dans le coll�ege d'arrondissement est ind�ependant de son vote dans le coll�ege

d�epartemental.

Clairement, l'ind�ependance est viol�ee au sein de chaque d�epartement car la connais-

sance des votes du coll�ege de d�epartement biaise25 dans une direction le vote des coll�eges

25Le fait que les grands �electeurs soient aussi petits �electeurs dans leur arrondissement implique que
les r�esultats �electoraux (vus comme les r�ealisations de A + 1 variables al�eatoires binaires) ne sont pas
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d'arrondissement. Par ailleurs, au niveau de l'assembl�ee, la probabilit�e d'être pivot pour

un d�eput�e issu d'un d�epartement donn�e d�epend �a son tour des r�esultats �electoraux du

d�epartement consid�er�e. Intuitivement, ce second probl�eme de corr�elation est d'une intensit�e

inf�erieure au premier si la chambre des d�eput�es est su�samment grande c'est-�a-dire ici si

le nombre de d�epartements K est su�samment grand. Lorsqu'�a l'inverse K est petit, la

probabilit�e d'être pivot ne peut pas être factoris�ee comme indiqu�ee ci-dessous. Par exemple

dans le cas o�u K = D = 1 et A = 3, la probabilit�e d'être pivot pour un petit �electeur est

deux fois la probabilit�e de l'intersection de 3 �ev�enements : le petit �electeur est pivot dans

son arrondissement, l'autre arrondissement vote �a gauche et le d�epartement vote �a droite.

Dans l'Appendice 6, nous o�rons quelques �el�ements de r�eponse �a ces questions.

Dans le cas du mod�ele al�eatoire IAC, plusieurs options pour amender la version classique

en allant vers plus d'ind�ependance s'o�rent �a nous. En premier lieu, nous appliquons IAC

d�epartement par d�epartement (et non uniform�ement �a l'ensemble de tous les �electeurs). Cette

version, d�ej�a mentionn�ee, not�ee IAC� et pr�esent�ee dans l'Appendice 1, permet d'�evacuer la

question du calcul d�elicat de l'indice de Shapley-Shubik dans les jeux compos�es. S'agissant

de la version d'IAC �a retenir au sein de chaque d�epartement, plusieurs voies sont possibles.

Dans le même esprit qu'Edelman, nous allons d�edoubler les grands �electeurs et faire

comme si une moiti�e des grands �electeurs votait uniquement dans le coll�ege d�epartemental

et une autre moiti�e votait uniquement dans les coll�eges d'arrondissement. Les deux versions

que nous avons retenues supposent toutes les deux une application s�epar�ee d'IAC au sein de

chaque district (les A districts d'arrondissements et le district de d�epartement). Le choix

r�esiduel est alors binaire. On peut appliquer IAC uniform�ement au sein du district ou on

peut l'appliquer s�epar�ement pour les deux sous-populations. Le premier mod�ele sera not�e

IAC� et le second mod�ele sera not�e IAC��. Dans le cadre de l'IAC�, la probabilit�e qu'un

�electeur soit pivot dans son district est inversement proportionnelle au nombre d'�electeurs

dans le district. La question est plus complexe dans le cas de la version IAC��, qui fait l'objet

de l'Appendice 2. Nous y d�emontrons que la probabilit�e d'être pivot �evolue comme l'inverse

de la taille de la sous-population la plus grande. On observera par ailleurs que ces deux

versions sont compatibles avec le mod�ele IAC�mentionn�e dans le paragraphe pr�ec�edent:

l'ind�ependance des votes au sein des districts implique l'ind�ependance entre les votes des

d�epartements.

Notre approche, bas�ee sur un \d�edoublement" arti�ciel des grands �electeurs est destin�ee

�a simpli�er les calculs. Cette simpli�cation est naturellement discutable du point de vue de

l'analyse des cons�equences du double vote. La d�erivation de formules analytiques exactes et

ind�ependants les uns des autres.
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g�en�erales semble hors d'atteinte car la prise en compte des corr�elations soul�eve des di�cult�es

combinatoires assez d�elicates. Dans les Appendices 3, 4 et 5 nous o�rons une analyse de

l'environnement �electoral avec corr�elation dans trois cas particuliers a�n d'appr�ecier les �ecarts

par rapport au cas de d�edoublement. La question qui se pose est de savoir si ces �ecarts restent

signi�catifs lorsque les principaux param�etres prennent des valeurs �elev�ees.

3.2 Calcul des Indices de Pouvoir

Nous nous proposons donc de mesurer, �a l'aide des indices de Banzhaf et de Shapley-Shubik

r�evis�e, le pouvoir de vote de chaque cat�egorie d'�electeurs. Consid�erons, dans un arrondisse-

ment donn�e d'un d�epartement donn�e, un petit �electeur et un grand �electeur. Le petit �electeur

est pivot s'il est pivot dans l'arrondissement et si de plus le repr�esentant �elu de cet arrondisse-

ment est lui-même pivot �a la chambre des d�eput�es. Quant au grand �electeur, il est pivot s'il

est pivot dans son coll�ege d'arrondissement et si le repr�esentant �elu de l'arrondissement est

pivot �a la chambre ou s'il est pivot dans son coll�ege de d�epartement et si l'�elu (ou les �elus)

de ce d�epartement est (sont) pivot(s) �a la chambre (le \ou" est ici inclusif). Introduisons

alors les sous-ensembles de E ( o�u E d�esigne l'ensemble des pro�ls de pr�ef�erences possibles)

associ�es aux �ev�enements suivants :

P : \le petit �electeur est d�ecisif" ;

G : \le grand �electeur est d�ecisif" ;

Ra : \le d�eput�e d'arrondissement est d�ecisif" ;

Rd : \le ou les d�eput�es de d�epartement sont d�ecisifs" ;

Pa : \le petit �electeur est d�ecisif dans son coll�ege d'arrondissement" ;

Ga : \le grand �electeur est d�ecisif dans son coll�ege d'arrondissement" ;

Gd : \le grand �electeur est d�ecisif dans son coll�ege de d�epartement".

Nous avons :

P = Pa \ Ra

et

G = (Ga \ Ra) [ (Gd \ Rd):

Notons ��(X) la probabilit�e de l'�ev�enement X lorsque l'ensemble E des pro�ls de pr�ef�erences

possibles est muni de la mesure de probabilit�e �. Le pouvoir de vote d'un petit �electeur est

donn�e par ��(P) et celui d'un grand �electeur par ��(G). Nous obtenons l'indice de Banzhaf

en prenant � = IC et les indices de Shapley-Shubik r�evis�es introduits ci-dessus en prenant

� = IAC� et � = IAC��.
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L'op�eration de d�edoublement et les r�evisions du mod�ele IAC auxquelles nous avons

proc�ed�e conduisent alors, pour les trois � consid�er�es, aux �egalit�es suivantes :

��(P) = ��(Pa)� ��(Ra)

et

��(G) = ��(Ga)� ��(Ra) + ��(Gd)� ��(Rd)� ��((Ga \ Ra) \ (Gd \ Rd)):

Dans l'expression de ��(G), nous pouvons, au moins en premi�ere analyse, n�egliger le troisi�eme

terme car ce terme est du second ordre par rapport aux deux premiers : on n�eglige donc

les pro�ls de pr�ef�erences dans lesquelles le grand �electeur est �a la fois d�ecisif dans le coll�ege

d'arrondissement et dans le coll�ege d�epartemental, obtenant ainsi :

��(G) � ��(Ga)� ��(Ra) + ��(Gd)� ��(Rd):

Nous allons en�n poser que

��(Rd) = D��(Ra):

Nous consid�erons donc qu'un d�eput�e de d�epartement a autant de chances d'être d�ecisif qu'un

d�eput�e d'arrondissement et que D d�eput�es de d�epartement ont D fois plus de chances d'être

d�ecisif qu'un seul26. Il en r�esulte que le rapport entre le pouvoir d'un grand �electeur et celui

d'un petit s'�ecrit :
��(G)

��(P)
� ��(Ga) +D��(Gd)

��(Pa)
: (1)

Nous sommes alors en mesure de proposer des formules de calcul simples en pr�ecisant le

mod�ele probabiliste sous-jacent. Si l'on utilise la mesure du pouvoir pr�econis�ee par Banzhaf

(qui suppose implicitement � = IC), on sait que le pouvoir d'un �electeur dans un coll�ege

donn�e est proportionnel �a l'inverse de la racine carr�ee du nombre d'�electeurs (suppos�e elev�e)

dans le coll�ege (voir Section 2.2). Pr�ecis�ement, l'on a �IC(Pa) = �IC(Ga) �
q

2
�L
puisqu'il y

a L �electeurs dans un arrondissement et �IC(Gd) �
q

2
�MA

puisqu'il y aMA grands �electeurs

dans un d�epartement. La relation (1) donne ainsi, en posant � =M=L :

�IC(G)

�IC(P)
� 1 +D

r
1

A�
: (2)

Si l'on applique maintenant le mod�ele de Shapley-Shubik r�evis�e IAC�, le pouvoir d'un

�electeur dans un coll�ege donn�e est inversement proportionnel au nombre d'�electeurs du

26Autrement dit, nous supposons que nous sommes dans une situation o�u l'approximation de Penrose est
valide, c'est-�a-dire que dans l'assembl�ee des d�eput�es, poids et pouvoirs co��ncident. Cette hypoth�ese implique
bien sûr (entre autres choses) que le nombre de d�epartements soit �elev�e. .
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coll�ege. Nous obtenons donc �IAC�(Pa) = �IAC�(Ga) � 1
L
et �IAC�(Gd) � 1

MA
, ce qui

donne :
�IAC�(G)

�IAC�(P)
� 1 + D

A�
: (3)

En�n, si l'on applique le mod�ele de Shapley-Shubik r�evis�e IAC�� , le pouvoir d'un �electeur

dans un arrondissement donn�e est inversement proportionnel au nombre de petits �electeurs

de l'arrondissement (voir l'Appendice 2 pour une preuve de ce r�esultat). Nous obtenons dans

ce cas �IAC��(Pa) = �IAC��(Ga) � 1
L�M et �IAC��(Gd) � 1

MA
, ce qui donne27 :

�IAC��(G)

�IAC��(P)
� 1 + D (1� �)

A�
: (4)

Le rapport des pouvoirs entre un grand et un petit �electeur d�epend donc, dans notre

mod�elisation simpli��ee, de trois param�etres : le nombre d'arrondissements par d�epartement

(A), le nombre de d�eput�es �elus dans le coll�ege d�epartemental (D) et la proportion � de grands

�electeurs ; il est par ailleurs ind�ependant du nombre K de d�epartements. En prenant A = 3,

D = 2 et � = 1=4, a�n de se rapprocher autant que faire se peut de l'environnement �electoral

de 1820, nous obtenons grâce aux relations (2), (3) et (4) �IC(G)
�IC(P)

= 3; 31,
�IAC� (G)
�IAC� (P)

= 3; 67

et
�IAC�� (G)
�IAC�� (P)

= 3 : le pouvoir d'un grand �electeur apparâ�t ainsi comme �etant entre 3 et 4

fois plus �elev�e que celui d'un petit �electeur ! Les relations (2), (3) et (4) indiquent en outre

que, conform�ement �a l'intuition, le rapport de pouvoir entre les deux cat�egories d'�electeurs

augmente avec D (plus le nombre de d�eput�es �elus par un coll�ege d�epartemental est �elev�e,

plus le pouvoir relatif d'un grand �electeur est important) et diminue si le l�egislateur �el�eve

les valeurs de A et/ou de � (une augmentation de A ou de � \dilue" le pouvoir d'un grand

�electeur puisqu'alors la taille MA du coll�ege d�epartemental s'�el�eve). Les Tableaux 1, 2 et 3

pr�ecisent l'impact de ces di��erents param�etres.

27Nous supposons ici qu'il y a d'avantage de petits �electeurs que de grands �electeurs, i.e. � < 1=2. Si

� � 1=2, comme dans Edelman (2004), la formule (4) se r�eduit �a
�IAC�� (G)
�IAC�� (P)

' 1 + D
A car �IAC��(Ga) =

�IAC��(Pa) ' 1
M . Notons que dans le cas o�u � = 1, on doit interpr�eter le rapport ��(G)

��(P)
� 1 pour � =

IC; IAC� et IAC�� non pas comme un rapport entre les pouvoirs des deux cat�egories d'�electeurs (il y en a
une seule ici) mais comme un rapport entre les pouvoirs des deux votes.
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Banzhaf (IC) Shapley-Shubik (IAC�) Shapley-Shubik (IAC��)
A = 1 5 9 7
A = 2 3,83 5 4
A = 3 3,31 3,67 3
A = 4 3 3 2,5
A = 5 2,79 2,60 2,20
A = 6 2,63 2,33 2
A = 7 2,51 2,14 1,86
A = 8 2,41 2 1,75
A = 9 2,33 1,89 1,67
A = 10 2,26 1,80 1,60

Tableau 1. Rapport des pouvoirs en fonction de A (D = 2, � = 1
4
, L grand)

Banzhaf (IC) Shapley-Shubik (IAC�) Shapley-Shubik (IAC��)
D = 1 2,15 2,33 2
D = 2 3,31 3,67 3
D = 3 4,46 5 4
D = 4 5,62 6,33 5
D = 5 6,77 7,67 6
D = 6 7,93 9 7
D = 7 9,08 10,33 8
D = 8 10,27 11,67 9
D = 9 11,39 13 10
D = 10 12,55 14,33 11

Tableau 2. Rapport des pouvoirs en fonction de D (A = 3, � = 1
4
, L grand)

Banzhaf (IC) Shapley-Shubik (IAC�) Shapley-Shubik (IAC��)
� = 1=10 4,65 7,67 7
� = 1=4 3,31 3,67 3
� = 1=3 3 3 2,33
� = 1=2 2,63 2,33 1,67
� = 3=4 2,33 1,89 1,67
� = 9=10 2,22 1,74 1,67
� = 1 2,15 1,67 1,67

Tableau 3. Rapport des pouvoirs en fonction de � (A = 3, D = 2, L grand)
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3.3 Validit�e de l'Approximation de Penrose dans le Cas du D�edoublement

Les r�esultats que nous venons de pr�esenter reposent sur diverses hypoth�eses simpli�catri-

ces dont la plus discutable est certainement celle du d�edoublement des grands �electeurs,

qui votent de mani�ere ind�ependante dans le coll�ege d'arrondissement et dans le coll�ege de

d�epartement. Mais nous ne saurions passer sous silence notre hypoth�ese selon laquelle le pou-

voir d'un d�eput�e de d�epartement est D fois sup�erieur �a celui d'un d�eput�e d'arrondissement

au sein du parlement. L'objet principal de la pr�esente sous-section est de mesurer, �a l'aide

des programmes de D.et R. Leech �a Warwick comment changer les formules d'approximation

dans la cas o�u les conditions d'application de l'approximation de Penrose ne sont pas v�eri��ees.

Ces calculs num�eriques nous permettront d'�evaluer la pr�ecision d'une dimension des formules

\th�eoriques" de la sous-section pr�ec�edente.

Contrairement �a nos formules analytiques qui expriment des valeurs asymptotiques, les

calculs num�eriques que nous avons e�ectu�es consid�erent un nombre �ni d'�electeurs. A�n

d'�eviter le recours �a des m�ecanismes (toujours discutables) de partage des ex-aequo lorsque

le nombre d'�electeurs du coll�ege est pair, nous avons choisi de ne consid�erer qu'une (large)

classe de con�gurations sym�etriques impaires. Nous y parvenons en �xant les valeurs des

param�etres de la mani�ere suivante. Soit M un entier impair et Q un entier strictement

sup�erieur �a 1. Nous supposons qu'il y a dans l'arrondissement type M grands �electeurs et

un total de L = (Q+ 1)M + 1 �electeurs si Q+ 1 est pair ((Q+ 1)M si Q+ 1 est impair).

Ainsi, si Q = 9, les grands �electeurs repr�esentent le dixi�eme de l'�electorat.

Nous avons �etudi�e analytiquement trois cas particuliers en appendice :

- Appendice 3 : Q = 3, A = 1, D = 1, K = 1

- Appendice 4 : Q = 3, A = 2, D = 1, K = 1.

- Appendice 5 : Q = 3, A = 3, D = 2, K = 1.

Les di�cult�es rencontr�ees dans l'�etude de ces cas stylis�es nous ont convaincus de la

n�ecessit�e de faire appel �a des m�ethodes de simulations car l'�etude du cas g�en�eral semble

pour le moment hors de port�ee. A la question de savoir quel peut-être, a priori, l'impact

de l'hypoth�ese de d�edoublement sur le pouvoir de vote des grands �electeurs, Vidu (2011)

apporte des r�eponses bas�ees sur des simulations de type Monte Carlo. Pour pouvoir iden-

ti�er le degr�e de validit�e des formules th�eoriques, il est cependant important de s�eparer les

cons�equences de l'hypoth�ese de d�edoublement de celles attach�ees �a l'approximation de Pen-

rose. Les simulations de Vidu (2011) examinent aussi cette d�ecomposition. Le reste de cette

section est consacr�e �a l'�etude th�eorique de la validit�e de l'approximation de Penrose dans le

cas de l'hypoth�ese de d�edoublement pour les valeurs L = 45, M = 11, soit � ' 1=4, A = 3
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et K = 5.

Notons que dans ce cas la chambre est compos�e de 15+5D d�eput�es mais les 5D derniers

peuvent être regroup�es en 5 paquets de taille D o�u au sein de chaque paquet, les votes sont

parfaitement corr�el�es. Il est donc plus commode de regarder ce jeu comme le jeu majoritaire

pond�er�e fort avec 20 joueurs: 15 ayant un poids �egal �a 1 et 5 ayant un poids �egal �a D. Le

quota majoritaire (si D est pair, ce que nous supposons dans ce qui suit) vaut alors 16+5D
2
. A

l'aide du programme IPDIRECT de D. et R. Leech mis au point �a Warwick, on peut calculer

la valeur exacte28 des pouvoirs des deux types de d�eput�es dans l'assembl�ee. Notons R(D) le

rapport exact du pouvoir des joueurs de poids D et du pouvoir des joueurs de poids 1 dans

l'assembl�ee. Les r�esultats des calculs sont consign�es dans le Tableau 4 ci-dessous:

D R(D)
2 2:063
4 4:398
6 9:431
8 26:677
10 107:703

Tableau 4. Valeurs de R(D)

(L = 45;M = 11; K = 5; A = 3)

On constate que l'approximation de Penrose qui est acceptable pour les valeurs de D

�egales �a 2 et 4 cesse de l'être pour les valeurs suivantes. Ceci nous invite �a revoir notre formule

th�eorique en remplacant D par R(D). Dans le cas de d�edoublement des grands �electeurs, on

peut en fait calculer avec exactitude la probabilit�e d'être pivot. La probabilit�e exacte d'être

pivot d'un petit �electeur dans son coll�ege est
(4422)
244

= 0:119 6 dans le cas IC alors que dans la

formule th�eorique nous avons utilis�e l'approximation
q

2
45�

= 0:118 94. La probabilit�e exacte

d'être pivot d'un grand �electeur dans le coll�ege d�epartemental est
(3216)
232

= 0:139 95 dans le cas

IC alors que dans la formule th�eorique nous avons utilis�e l'approximation
q

2
33�

= 0:138 89.

Dans le cas IC, les valeurs du rapport exact des pouvoirs pour les di��erentes valeurs de D

est consign�e dans le Tableau 5 ci-dessous:

28Il faut entendre ici le quali�catif \exacte" dans le contexte de l'hypoth�ese de d�edoublement et sous
r�eserve de n�egliger le double comptage r�esultant du fait qu'un grand d�eput�e peut être simultan�ement pivot
dans deux coll�eges. L'introduction de la corr�elation introduit deux sortes de di�cult�es. D'une part, au sein
d'un même d�epartement, les A + 1 �ev�enements \être pivot" ne sont plus ind�ependants. D'autre part, dans
l'assembl�ee, au sein du groupe des d�eput�es issus d'un même d�epartement, les couleurs politiques des d�eput�es
sont corr�el�ees comme cela est montr�e dans les Appendices 3, 4 et 5. Cette seconde di�cult�e est abord�ee
dans Le Breton, Lepelley et Smaoui (2011).
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D Rapport des pouvoirs
2 3: 414
4 6: 146 3
6 12: 036
8 32: 216
10 127: 03

Tableau 5. Valeurs Exactes (IC) Votes Ind�ependants : impact du param�etre D

(L = 45;M = 11; K = 5; A = 3)

La probabilit�e exacte d'être pivot d'un petit �electeur dans son coll�ege dans le cas IAC�

est 1
45
= 2: 222 2 � 10�2 alors que celle d'un grand �electeur dans le coll�ege d�epartemental

est 1
33
= 3: 030 3 � 10�2. Dans le cas IAC�, le rapport des pouvoirs vaut 1 + 45

33
R(D). Les

valeurs du rapport exact des pouvoirs pour les di��erentes valeurs de D sont consign�ees dans

le Tableau 6 ci-dessous:

D Rapport des pouvoirs
2 3: 8132
4 6: 997 3
6 13: 86
8 37: 378
10 147: 87

Tableau 6. Valeurs Exactes (IAC�) Votes Ind�ependants : impact du param�etre

D

(L = 45;M = 11; K = 5; A = 3)

En�n dans le cas IAC��, la probabilit�e exacte d'être pivot d'un petit �electeur dans

son coll�ege est 1
33
= 3: 030 3 � 10�2 alors que celle d'un grand �electeur dans le coll�ege

d'arrondissement vaut 1
34
. La probabilit�e exacte d'être pivot d'un grand �electeur dans le

coll�ege de d�epartement est 1
33
Dans le cas IAC��,le rapport des pouvoirs vaut donc

33
34
+R(D).

Les valeurs du rapport exact des pouvoirs pour les di��erentes valeurs de D est consign�e dans

le tableau 7 ci-dessous:

D Rapport des pouvoirs
2 3: 033 6
4 5: 368 6
6 10: 402
8 27: 648
10 108: 67

Tableau 7. Valeurs Exactes (IAC��) Votes Ind�ependants : impact du param�etre

D

(L = 45;M = 11; K = 5; A = 3)

28



Au terme de ces calculs, on constate que l'approximation de Penrose doit être consid�er�ee

avec pr�ecaution dans le cas o�u la taille de la chambre (ici 25) est n'est pas tr�es �elev�ee.

Comme nous l'avons d�ej�a fait remarquer, l'approximation de Penrose est (sous r�eserve de

quelques quali�cations) valide lorsque le nombre K de d�epartements est assez �elev�e. Cette

section montre cependant que l'extension des formules th�eoriques (2), (3) et (4) au cas

g�en�eral (c'est-�a-dire pour une valeur de K quelconque, le cas �ech�eant petite) ne pose aucun

probl�eme d�es l'instant o�u l'on sait calculer R(D;K;A); le rapport du pouvoir des deux

types de d�eput�es dans le jeu majoritaire fort �a KA + K joueurs o�u KA joueurs ont un

poids de 1 et K joueurs ont un poids de D Ici nous avons calcul�e R(D) = R(D; 5; 3).

Nos calculs doivent être compar�es aux simulations e�ectu�ees par Vidu. Dans l'ensemble, ils

co��ncident �a quelques exceptions pr�es qu'il faudrait mieux comprendre : arrondis, erreurs

d'�echantillonage... Lorsque K = 11 et A = 3, on obtient une chambre compos�ee de 33 +

11D d�eput�es analys�ee comme un jeu �a 44 joueurs. Le Tableau 8 ci-dessous reproduit le

cacul de R(D; 11; 3) pour quelques valeurs de D. Ces calculs ont �et�e e�ectu�es �a l'aide du

programme IPGENF �egalement mis au point par D. et R. Leech �a Warwick29. On constate

que l'approximation de Penrose est plus satisfaisante même si elle est loin d'être acceptable

lorsque D devient grand.

Banzhaf du \petit" d�eput�e Banzhaf du \gros" d�eput�e R(D)
D = 2 0.090692 0.183843 2: 027 1
D = 4 0.054397 0.223018 4: 099 8
D = 6 0.036743 0.233829 6: 363 9
D = 8 0.023721 0.239417 10: 093
D = 10 0.013554 0.242807 17: 914

Tableau 8. Rapport des pouvoirs en fonction de D (A = 3 et K = 11)

En r�esum�e, les formules (2), (3) et (4) que nous avons propos�ees doivent être recadr�ees

si K n'est pas tr�es �elev�e. N�eanmoins, sous r�eserve de quali�cations, elles peuvent être

consid�er�ees comme �ables -dans le cadre de notre mod�ele sym�etrique- si l'on a de bonnes

raisons de penser que les votes des grands �electeurs ne sont pas corr�el�es. Si l'on pense en

29Ils consid�erent ce programme comme le plus commode en pratique. Pr�ecis�ement, ils �ecrivent : "It
computes the Banzhaf, Penrose and Coleman indices by the method of generating functions. Very fast
algorithm that can be applied to voting bodies with any number of members but the the total number of
votes it can handle is limited by the storage requirements. Requires quota and weights to be integers. The
implementation here is limited to voting bodies with a maximum of 200 members. This is the best option
for most applications".
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revanche que ces votes sont parfaitement corr�el�es, alors la pr�ecision d�epend de l'hypoth�ese

probabiliste utilis�ee. Les simulations conduites par Vidu (2011) sugg�erent que la formule

(2) demeure valide alors que les formules (3) et (4), fond�ees sur les mod�eles IAC� et IAC��,

sous-estiment le pouvoir des grands �electeurs par rapport �a celui des petits.

4 Conclusion

Dans ce travail, nous avons proc�ed�e �a une analyse du pouvoir des deux classes d'�electeurs

introduites par la loi du 20 Juin 1820. Cette analyse nous a conduits �a proposer un mod�ele

simpli��e du mode de scrutin instaur�e par cette loi. Ce mod�ele pr�esente, en tant que tel, un

int�erêt th�eorique puisqu'il �etend l'analyse d'Edelman (2004) dans deux directions : d'une

part nous avons introduit deux classes d'�electeurs, et d'autre part, nous ne nous sommes pas

content�es de fonder nos calculs probabilistes sur l'hypoth�ese IC (indice de Banzhaf) puisque

nous avons �egalement consid�er�e l'hypoth�ese IAC (indice de Shapley-Shubik), que nous avons

revisit�ee pour l'occasion en y introduisant d'avantage d'ind�ependance.

D'un point de vue appliqu�e, nous avons vu que dans le cas o�u K = 86, A = 3 et

D = 2, notre mod�ele se rapprochait �a certains �egards de l'environnement �electoral qui

pr�evalait en 1820. Les r�esultats obtenus avec ce jeu de param�etres indiquent que le pouvoir

des grands �electeurs, qui votent deux fois, est trois �a quatre fois plus �elev�e que celui des

peties �electeurs. Cette conclusion illustre, s'il en �etait besoin, l'int�erêt que peut pr�esenter

l'usage des outils de la th�eorie des jeux coop�eratifs pour l'analyse d'une loi �electorale. Nos

r�esultats semblent par ailleurs relativement robustes : les simulations r�ealis�ees par Vidu

(2011) sugg�erent que l'impact d'un vote corr�el�e des grands �electeurs est assez limit�e et que

l'hypoth�ese d'ind�ependance qui fonde les formules analytiques que nous avons propos�ees tend

plutôt �a sous-estimer le pouvoir relatif des grands �electeurs.

Dans ce travail, nous avons proc�ed�e �a une analyse du pouvoir des deux classes d'�electeurs

introduites par la loi du 20 Juin 1820. Cette analyse nous a conduit �a proposer un mod�ele

simpli��e du mode de scrutin instaur�e par cette loi. Ce mod�ele pr�esente, en tant que tel, un

int�erêt th�eorique puisqu'il g�en�eralise la mod�elisation introduite par Edelman (2004) dans un

contexte voisin. La g�en�eralisation propos�ee �etend le mod�ele d'Edelman dans deux directions:

d'une part nous avons introduit deux classes d'�electeurs, et d'autre part, nous ne nous somme

pas content�es de fonder nos calculs probabilistes sur l'hypoth�ese IC (indice de Banzhaf)

puisque nous avons �eglement consid�er�e l'hypoth�ese IAC (indice de Shapley-Shubik), que

nous avons revisit�ee pour l'occasion.

D'un point de vue appliqu�e, nous avons vu que dans le cas o�u K = 86, A = 3 et

30



D = 2, notre mod�ele se rapprochait de l'environnement �electoral qui pr�evalait en 1820.

Reste cependant une ombre au tableau : l'hypoth�ese de sym�etrie entre les d�epartements

d'une part, et au sein des arrondissements d'autre part, que nous avons introduite dans la

totalit�e de l'�etude. En r�ealit�e, la situation est beaucoup moins sym�etrique que celle retenue

dans cette mod�elisation et le pouvoir d'un petit ou grand �electeur varie certainement d'un

d�epartement �a l'autre. En tout �etat de cause, la recherche d'une division en circonscriptions

�electorales de mani�ere �a assurer une repr�esentation �equitable n'a pas �et�e un souci majeur du

l�egislateur. La loi du 10 mai 1821 qui d�etermine la circonscription de chaque arrondissement

�electoral o�rait les in�egalit�es les plus choquantes, que le rapporteur du projet �a la chambre

des d�eput�es essayait de justi�er en rappelant d'autres in�egalit�es non moins choquantes, mais

n�ecessaires selon lui, qui existaient dans la loi �electorale30. Les �electeurs se r�epartissent entre

les d�epartements suivant des chi�res qui varient entre 9414 pour le d�epartement de la Seine

et 41 pour la Corse. La Seine-Inf�erieure arrive imm�ediatement apr�es la Seine avec un chi�re

de 3902. Viennent ensuite quatre autres d�epartements qui ont plus de 2000 �electeurs ; trente

en ont plus de 1000. En queue de liste �gurent huit d�epartements qui ont moins de 400

�electeurs31.

La prochaine �etape de notre projet consistera �a s'a�ranchir autant que faire se peut de

cette hypoth�ese de sym�etrie. Pour ce faire, nous comptons nous appuyer sur l'atlas historique

des circonscriptions �electorales Fran�caises �etabli par Gaudill�ere (1995). Notons tout d'abord

que 7 d�epartements n'ont qu'un coll�ege de d�epartement. Pour ces 7 d�epartements A = 0

et D = 2. Pour tous les autres d�epartements, on constate une certaine h�et�erog�en�eit�e. Le

rapport 3
5
est de loin le plus fr�equent. Parfois il est plus bas : il prend la valeur 1

2
(par

exemple, A = 2 et D = 1 pour le Cher et la Creuse, A = 4 et D = 2 pour la Dordogne

et A = 8 et D = 4 pour le Nord et la Seine). Parfois il est plus haut : il prend parfois la

valeur 3
4
(par exemple, A = 4 et D = 3 pour la Haute-Garonne et l'Ile-et-Vilaine) et même

1 (par exemple, A = D = 2 pour la Loz�ere et la Meuse). Il faudra �egalement tenir compte

30De ce dernier point de vue, ce passage du discours de M. de la Bourdonnaye est des plus piquants :
\Sans doute, il serait d�esirable que chaque �electeur investi des mêmes droits pût les exercer dans la même
proportion. Mais s'il est d�emontr�e que ce but ne puisse être atteint dans toute l'�etendue de la France, si cette
in�egalit�e se trouve même sanctionn�ee par nos lois, si elles l'ont consacr�ee dans 7 d�epartements, si elle existe
d�ej�a de fait de d�epartement �a d�epartement dans une proportion telle que le coll�ege �electoral de la Seine, qui
ne nomme qu'un d�eput�e, contient �a lui seul autant d'�electeurs que quatre ou cinq coll�eges d'�electeurs r�eunis
de quelques d�epartements du midi qui en envoient �a la chambre 8 �a 10; si le coll�ege �electoral de la Corse
qui se compose de 36 votants, �elit deux d�eput�es, tandis que plusieurs coll�eges �electoraux de d�epartements
industrieux qui renferment un nombre vingt fois plus consid�erable d'�electeurs, n'ont droit d'en choisir qu'un
seul, il faut bien convenir que l'�egalit�e de nombre dans les �electeurs de coll�eges d'arrondissement d'un même
d�epartement, n'est ni dans l'esprit de la charte, ni le but d'un travail de circonscription parce que la nature
des choses y r�esiste."
31Par ailleurs, on peut relever de 1820 �a 1823 plus de 300 arrondissements qui n'ont pas 200 �electeurs.
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de la taille de l'�electorat de chaque coll�ege pour appr�ecier l'e�et pur r�esultant d'un �ecart par

rapport �a une repr�esentation proportionnelle des �electorats.

Notons en�n que dans ce papier, nous avons suppos�e qu'ex ante, le vote des di��erents

�electeurs (grands et petits) �etait compl�etement al�eatoire. Nous avons propos�e di��erents

mod�eles d�ecrivant le tirage al�eatoire simultan�e des pr�ef�erences de chaque �electeur. Pour ex-

primer un jugement sur l'ad�equation empirique des di��erents mod�eles al�eatoires en comp�etition32,

il conviendrait de proc�eder �a deux g�en�eralisations de taille. La premi�ere consisterait �a aban-

donner l'hypoth�ese de sym�etrie retenue syst�ematiquement dans ce papier. Cette question tr�es

di�cile vient d'être �evoqu�ee ci-dessus. La seconde g�en�eralisation consisterait �a introduire un

espace de caract�eristiques (espace de types) qui permettrait de d�ecrire chaque �electeur par

un vecteur de caract�eristiques (âge, richesse,...). La probabilit�e uniforme p = p(Pi = G)

que l'�electeur i soit de gauche serait alors remplac�ee par une probabilit�e conditionnelle

p (Pi = G j �i) o�u �i d�esigne le vecteur de caract�eristiques de l'�electeur i. Nous dispose-
rions ainsi d'un mod�ele �econom�etrique structurel du vote des �electeurs o�u le vecteur des

caract�eristiques joueraient le rôle des "covariates" et le bruit pur serait g�en�er�e par l'un

des mod�eles d�evelopp�es en Appendice. Avec un tel mod�ele, nous pourrions sur la base

des donn�ees �electorales disponibles et en utilisant les techniques inf�erentielles appropri�ees,

choisir entre les mod�eles de bruit (IC et les di��erentes variantes d'IAC) et estimer le poids

des "covariates" dans l'explication du vote33.

5 Appendices

5.1 Appendice 1 : Un Nouveau Mod�ele Al�eatoire pour les Jeux

Compos�es

La population totale des �electeurs N est partitionn�ee en K districts �electoraux: N =

[1�k�KNk. Les nk �electeurs du district k �elisent sur la base d'un jeu simple Wk, wk

repr�esentants (les wk repr�esentants du district k sont tous de droite ou tous de gauche).

L'assembl�ee comprendra donc au total
P

1�k�K wk repr�esentants. La loi conjointe � d�ecrivant

le tirage du pro�l P est suppos�ee r�esulter de K tirages uniformes ind�ependants i.e. on

proc�ede �a K tirages ind�ependants o�u pk est tir�e uniform�ement dans [0; 1]. On notera IAC
�

ce mod�ele al�eatoire. Dans le cas o�u le vecteur tir�e est le vecteur (p1; :::; pK) la mesure du

pouvoir d'un �electeur i 2 Nk est �egale �a :
32Ce paragraphe r�epond �a une question qui nous a �et�e pos�ee par un arbitre de lecture.
33Avec un tel mod�ele, nous obtiendrions des corr�elations entre les votes d'une autre nature que celles

d�ecrites par les di��erentes variantes IAC. Par exemple, les votes des grands �electeurs seraient plus corr�el�es
qu'ils ne le sont dans notre article. Ceci r�epond �a une question soulev�ee par G. Demange lors de la conf�erence.
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La mesure moyenne du pouvoir d'un �electeur i 2 Nk est donc �egale �a :
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ou de fa�con plus compacte:24Z 1

0
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ptk(1� pk)n�1�t
1A dpk

35� P (q � wk � Yk < q)
o�u Yk est la variable al�eatoire

P
j2f1;:::;Kgnfkg Zj et Zj est la variable al�eatoire �egale �a wj

avec la probabilit�e �j et 0 sinon. Dans le cas o�u le jeu Wk est le jeu �a la majorit�e simple,

�k =
1
2
pour tout k = 1; :::; K. Sous r�eserve que l'approximation de Penrose est valide, on

d�eduit que la mesure du pouvoir d'un �electeur i 2 Nk est voisine de:

wk
nk

s
2

�
P

j w
2
j

:

5.2 Appendice 2 : Un Nouveau Mod�ele Al�eatoire pour les Dis-

tricts avec Deux Classes d'Electeurs

On notera ici n1 le nombre de petits �electeurs dans l'arrondissement et n2 < n1 le nombre de

grands �electeurs de ce même arrondissement. Le nombre total d'�electeurs est n = n1 + n2.
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Notons x1 le nombre de petits �electeurs dans l'arrondissement votant �a gauche et x2 le

nombre de grands �electeurs de ce même arrondissement votant �a gauche. On appelera type

de l'�electorat la statistique anonyme (x1; x2) : on notera qu'il y a (bien sûr) plusieurs pro�ls

de pr�ef�erences individuelles g�en�erant le même type d'�electorat. On notera x = x1+x2. La loi

conjointe � d�ecrivant le tirage du pro�l P dans le district est suppos�ee r�esulter de 2 tirages

uniformes ind�ependants, i.e. on proc�ede �a 2 tirages ind�ependants o�u les probabilit�es de voter

�a gauche p1 et p2 sont tir�ees uniform�ement dans [0; 1]. Dans ce cas la probabilit�e d'une

con�guration particuli�ere de type (x1; x2) est :

(x1)!(n1 � x1)!
(n1 + 1)n1!

(x2)!(n2 � x2)!
(n2 + 1)n2!

On notera IAC�� ce mod�ele al�eatoire. Ce mod�ele est di��erent du mod�ele attach�e �a d�ecrire

une corr�elation parfaite. Dans ce cas, le vecteur al�eatoire (p1; p2) suit une loi uniforme sur

la diagonale du carr�e unit�e [0; 1]2et la probabilit�e d'une con�guration particuli�ere de type

(x1; x2) est :

Z 1

0

px1+x2(1� p)n1+n2�x1�x2dp

=
(x)!(n� x)!
(n+ 1)n!

Plusieurs mod�eles hybrides peuvent être bien entendu envisag�es. Par exemple, le mod�ele

o�u le vecteur al�eatoire (p1; p2) suit une loi uniforme sur le triangle sup�erieur du carr�e unit�e

[0; 1]2 d�ecrit une corr�elation forte �a la hausse. Dans ce cas la probabilit�e d'une con�guration

particuli�ere de type (x1; x2) est :

2

Z 1

0

Z 1

p1

px11 (1� p1)n1�x1px22 (1� p2)n2�x2dp1dp2

Dans le cas du mod�ele IAC��, la probabilit�e �1 pour un petit �electeur d'être pivot dans

son arrondissement est:

n�1
2X

x1=
n�1
2
�n2

�
n1 � 1
x1

��
n2

n�1
2
� x1

��Z 1

0

px11 (1� p1)n1�x1�1dp1
��Z 1

0

p
n�1
2
�x1

2 (1� p2)n2�(
n�1
2
�x1)dp2

�

En utilisant la formule:Z 1

0

pt�1(1� p)n�tdp = (t� 1)!(n� t)!
n!
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on obtient apr�es simpli�cations:

�1 =

n�1
2X

x1=
n�1
2
�n2

1

n1

1

n2 + 1
=
1

n1

La probabilit�e �2 pour un grand �electeur d'être pivot dans son arrondissement est:

n�1
2X

x1=
n�1
2
�(n2�1)

�
n1
x1

��
n2 � 1
n�1
2
� x1

��Z 1

0

px11 (1� p1)n1�x1dp1
��Z 1

0

p
n�1
2
�x1

2 (1� p2)n2�1�(
n�1
2
�x1)dp2

�

Apr�es simpli�cations, on obtient:

�2 =

n�1
2X

x1=
n�1
2
�(n2�1)

1

n1 + 1

1

n2
=

1

n1 + 1

Les probabilit�es d'être pivot sont donc presque similaires ; elles �evoluent comme l'inverse

de taille de la sous-population la plus grande.

5.3 Appendice 3 : Un D�epartement Compos�e d'un Arrondisse-

ment

5.3.1 Le R�esultat Electoral

A�n d'illustrer, dans le cas le plus simple qui soit, la nature des calculs combinatoires �a

conduire dans le cas de coll�eges embô�t�es, consid�erons la cas d'un coll�ege compos�e de N =

4r+1 �electeurs, o�u r d�esigne un entier impair. Le coll�ege des grands �electeurs" est compos�e

des r premiers �electeurs de ce coll�ege. Les �electeurs dont le num�ero va de r + 1 �a 4r + 1

seront appel�es petits �electeurs. Il y a 3r + 1 petits �electeurs. Chaque coll�ege �elit un d�eput�e.

On suppose que les votes des �electeurs sont ind�ependants et �equidistribu�es: ils votent avec

une probabilit�e �egale �a 1
2
pour le candidat de droite D ou le candidat de gauche G. Il y a

donc quatre r�esultats �electoraux possibles : (G,G), (D,D), (G,D) et (D,G) o�u la premiere

lettre correspond au r�esultat du coll�ege compos�e de tous les �electeurs.

Quelle est la probabilit�e du premier scenario ? Notons qu'il se produit lorsque i � r+1
2

grands �electeurs du grand coll�ege votent �a gauche et que j � N+1
2
� i = 2r + 1 � i petits

�electeurs votent �a gauche. La probabilit�e de cet �ev�enement est donc �egale �a:

PGG (r) =

Pr
i= r+1

2

P3r+1
j=2r+1�i

�
r
i

��
3r+1
j

�
24r+1
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Dans le cas o�u r = 1, il y a 1 grand �electeur et 4 petits �electeurs. L'expression ci-dessus

est �egale �a: �
4
2

�
+
�
4
3

�
+
�
4
4

�
25

=
11

32
>
8

32

Les calculs num�eriques report�es ci-dessous montre qu'elle s'�ecarte de la valeur 1
4
et sugg�ere

une convergence vers 0.3333. Nous revenons sur cette question dans l'appendice 7.

r 1 3 99 199 299
PGG (r) 0:343 75 0:337 16 0:333 45 0:333 39 0:333 37

5.3.2 Probabilit�e d'être Pivot

Consid�erons maintenant le calcul de la probabilit�e d'être pivot dans plusieurs cas de �gure.

On consid�ere tout d'abord le calcul de ces probabilit�es dans chacun des districts pris de fa�con

isol�ee.

Pour un petit �electeur, elle est �egale �a:

1

2N�1

�
N � 1
N�1
2

�
=

1

2N�1
(N � 1)!�
N�1
2
!
�2 = 1

24r
4r!

(2r!)2
'
r

1

2�r

Pour un grand �electeur, elle est �egale �a :

1

2N�1

�
N � 1
N�1
2

�
+

1

2r�1

�
r � 1
r�1
2

�
� 1

2N�1

�
r � 1
r�1
2

��
3r + 1
3r+1
2

�
'
r

1

2�r
+

r
2

�r
� 2

3�r2

Lorsque r !1, le ratio des deux quantit�es tend vers:
1p
2

1p
2
+
p
2
=
1

3

Supposons pour simpli�er que la chambre ne comprend que ces deux �elus, i.e. K = 1, et

que le vote �a gauche n'a lieu que si les deux �elus votent �a gauche i.e. �a l'unanimit�e. Un petit

�electeur est pivot si l'autre �elu est de gauche et si les �electeurs de son groupe sont divis�es en

deux parts �egales. Un grand �electeur est pivot si le petit �elu est de gauche et si les �electeurs

du grand coll�ege sont divis�es en deux parts �egales ou si le grand �elu est de gauche et si les

�electeurs du petit coll�ege sont divis�es en deux parts �egales ou si dans les deux coll�eges les

�electeurs sont divis�es en deux parts �egales.

Consid�erons le point de vue d'un petit �electeur. La probabilit�e d'être pivot est �egale �a:Pr
i= r+1

2

�
r
i

��
3r
2r�i
�

24r
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On constate que ce calcul est identique au calcul na��f qui consiste �a consid�erer une forme

d'ind�ependance entre les �elections dans les deux coll�eges. Dans ce cas la probabilit�e d'être

pivot est �egale �a :

1

2

�
4r
2r

�
24r

=

�
4r
2r

�
24r+1

Cette identit�e d�ecoule de la sym�etrie du calcul. En e�et:

Pr
i= r+1

2

�
r
i

��
3r
2r�i
�

24r
+

P r�1
2
i=0

�
r
i

��
3r
2r�i
�

24r

= 2

Pr
i= r+1

2

�
r
i

��
3r
2r�i
�

24r
=

�
4r
2r

�
24r

5.3.3 Calculs sous l'Hypoth�ese IAC

L'hypoth�ese IAC pr�esente l'avantage, dans un cas �el�ementaire comme celui que nous con-

sid�erons dans cet appendice, de conduire �a des formules analytiques exprimant les proba-

bilit�es recherch�ees de mani�ere simple et �el�egante. La di�cult�e r�eside dans la formulation

de l'hypoth�ese IAC elle-même dans le contexte �etudi�e, qui implique des groupes de votants

distincts. Plusieurs approches sont envisageables ; la plus simple, celle que nous adopterons,

consiste �a d�e�nir une \con�guration de vote" comme un vecteur (x1; x2), o�u x1 d�esigne

le nombre de petits �electeurs votant �a gauche et x2 le nombre de grands �electeurs votant

�a gauche, et �a consid�erer que toutes les con�gurations possibles ont la même probabilit�e

d'occurrence. On notera que cette fa�con de proc�eder co��ncide avec le mod�ele IAC�� pr�esent�e

dans l'Appendice 2 et utilis�e dans la Section 3.

Dans la formulation adopt�ee, il y a (r+ 1)(3r+ 2) con�gurations possibles puisque nous

avons

0 � x1 � 3r + 1 et 0 � x2 � r :

Calculons la probabilit�e d'obtenir un r�esultat �electoral de type (G,G). Un tel r�esultat survient

si et seulement si l'on a

x2 �
r + 1

2
et x1 + x2 � 2r + 1:

Il n'est pas di�cile d'�etablir que le nombre de con�gurations v�eri�ant ces conditions s'exprime

par le polynôme suivant :

7

8
r2 +

3

2
r +

5

8
=
(r + 1)(7r + 5)

8
:
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Il en r�esulte que la probabilit�e du r�esultat �electoral (G,G) est �egale �a :

7r + 5

8(3r + 2)
:

Lorsque r !1, cette probabilit�e tend donc vers :

7

24
=
1

4
+
1

24
:

Consid�erons maintenant le rapport des pouvoirs des deux cat�egories d'�electeurs. Sup-

posons comme nous l'avons fait plus haut que la chambre ne comprend que les deux �elus de

chacun des coll�eges et que le vote �a gauche exige l'unanimit�e de ces deux �elus.

Adoptons le point de vue d'un petit �electeur (x1 d�esigne d�esormais le nombre de petits

�electeurs, autres que celui que l'on consid�ere, qui votent �a gauche ; le nombre total de

con�gurations est alors de (r + 1)(3r + 1)). Ce petit �electeur est d�ecisif ssi x1 + x2 = 2r

(il est pivot dans son arrondissement) et x2 � r+1
2
(les grands �electeurs envoient un d�eput�e

de gauche �a la chambre). Le nombre de con�gurations associ�ees est r+1
2
et l'on en d�eduit

ais�ement l'expression du pouvoir du petit �electeur :

1

2(3r + 1)
:

Consid�erons ensuite le point de vue d'un grand �electeur (x2 d�esigne maintenant le nombre

de grands �electeurs de gauche, autres que celui que l'on consid�ere). Il est d�ecisif si et

seulement si

(x2 =
r � 1
2

et x1 + x2 � 2r + 1) ou (x1 + x2 = 2r et x2 �
r � 1
2
):

Notons que dans le cas o�u (x1 + x2 = 2r et x2 � r�1
2
), le grand �electeur est d�ecisif dans

le coll�ege d'arrondissement et peut aussi l'être dans le coll�ege des grands �electeurs (lorsque

x2 =
r�1
2
). Le nombre de con�gurations associ�ees au premier cas est de 3r+1

2
: Il est de r+1

2

dans le second cas. On en d�eduit que le pouvoir d'un grand �electeur est �egal �a :

2r + 1

r(3r + 2)
:

Le rapport des pouvoirs est donc donn�e par :

2(2r + 1)(3r + 1)

r(3r + 2)
:

Lorsque r !1, ce rapport tend ainsi vers 4.
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On notera que le mod�ele approximatif pr�esent�e dans la Section 3 donne aussi un rapport

des pouvoirs �egal �a 4 (formule (4) avec D = A = 1 et � = 1=4). Autrement dit, dans le cas

de �gure consid�er�e, l'hypoth�ese du \d�edoublement" n'a pas d'incidence sur le rapport des

pouvoirs lorsque le nombre d'�electeurs est �elev�e sous l'hypoth�ese IAC�� .

On peut v�eri�er analytiquement la conclusion qui pr�ec�ede : dans le cas �etudi�e et sous

l'hypoth�ese IAC��, le \d�edoublement" est sans e�et sur le rapport des pouvoirs des deux

types d'�electeurs. Introduisons pour cela une variable suppl�ementaire, x3, d�esignant le nom-

bre de grands �electeurs votant �a gauche dans l'�election du d�eput�e de d�epartement, avec

0 � x3 � r (x2 d�esigne maintenant le nombre de grands �electeurs votant �a gauche

dans l'�election du d�eput�e d'arrondissement). Le petit �electeur est pivot si et seulement

si x1 + x2 = 2r et x3 � (r + 1)=2. La probabilit�e associ�ee est donc :

(r + 1)( r+1
2
)

(3r + 1)(r + 1)2
=

1

2(3r + 1)
;

soit un r�esultat identique �a celui que l'on a obtenu sous l'hypoth�ese d'un vote identique

des grands �electeurs dans l'�election d'arrondissement et dans celle du d�epartement.

Un grand �electeur est pivot ssi (x1 + x2 = 2r et x3 � (r � 1)=2) ou (x1 + x2 � 2r + 1 et
x3 = (r � 1)=2). On obtient apr�es calcul une probabilit�e �egale �a

2r + 1

r(3r + 2)
;

ce qui est conforme, l�a encore, �a ce que l'on avait obtenu sans l'hypoth�ese de d�edoublement.

Par ailleurs, sous l'hypoth�ese IAC, un calcul na��f du pouvoir du petit �electeur donne,

comme sous l'hypoth�ese IC, le bon r�esultat. Il est en e�et facile de voir que la probabilit�e

que le petit �electeur soit d�ecisif dans l'�election du d�eput�e d'arrondissement est �egale �a

r + 1

(r + 1)(3r + 1)
=

1

3r + 1

et la probabilit�e d'être pivot est donc, en supposant l'ind�ependance :

1

2(3r + 1)
:

Consid�erons, de la même fa�con, le calcul (na��f) du pouvoir d'un grand �electeur. Le

nombre de con�gurations dans lesquelles le grand �electeur est pivot dans l'�election du d�eput�e
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d'arrondissement est �egal �a r (puiqu'il faut alors x1 + x2 = 2r, avec 0 � x1 � 3r + 1 et

0 � x2 � r � 1). La probabilit�e d'être pivot dans l'arrondissement est donc de

r

r(3r + 2)
=

1

3r + 2
:

La probabilit�e d'être pivot dans l'�election du d�eput�e de d�epartement est quant �a elle �egale

�a
3r + 2

r(3r + 2)
=
1

r
;

puisqu'il faut dans ce cas x2 = (r � 1)=2, avec 0 � x1 � 3r + 1. Si l'on suppose

l'ind�ependance entre les deux �elections, le pouvoir du grand �electeur peut alors être obtenu

grâce au calcul suivant :
1

2
(

1

3r + 2
+
1

r
) =

2r + 1

r(3r + 2)
:

5.4 Appendice 4: Un D�epartement compos�e de 2 Arrondissements

avec une L�eg�ere Asym�etrie

5.4.1 Le R�esultat Electoral

Cette fois on consid�ere le cas d'un district (d�epartement) compos�e de N = 8r + 2 �electeurs,

o�u r d�esigne un entier impair, divis�e en 2 coll�eges d'arrondissement comprenant chacun

4r + 1 �electeurs. Le coll�ege des grands �electeurs (coll�ege de d�epartement) comprend 2r + 1

�electeurs; il est compos�e des r premiers �electeurs du premier coll�ege d'arrondissement et des

r + 1 premiers du second. Chaque coll�ege d'arrondissement �elit un d�eput�e. Le coll�ege de

d�epartement �elit �egalement un d�eput�e. On suppose comme pr�ec�edemment que les votes des

�electeurs sont ind�ependants et �equidistribu�es : ils votent avec une probabilit�e �egale �a 1
2
pour la

candidat de droite D ou le candidat de gauche G. Il y a donc cette fois huit r�esultats �electoraux

possibles : (G,G;G), (G,D;G), (D,G;G) et (D,D;G), (G,G;D), (G,D;D), (D,G;D), (D,D;D)

o�u les deux premi�eres lettre correspondent aux r�esultats des deux coll�eges d'arrondissement

et la derni�ere au r�esultat du coll�ege de d�epartement. Dans chaque district l, il y a donc

trois votes. Le r�esultat �nal est d�ecrit par la r�ealisation du vecteur al�eatoire (X1
l ; X

2
l ; X

3
l ) o�u

X3
l d�esigne le r�esultat du vote dans le coll�ege de d�epartement. Les trois variables al�eatoires

ne sont pas ind�ependantes et l'�etude des covariances n'est pas imm�ediate. Par exemple la

probabilit�e P13 que conjointement X
1
r = G et X

3
r = G est donn�ee par l'expression:Pr

i=0

Pr+1
j=r+1�i

P3r+1
k=2r+1�i

�
r
i

��
r+1
j

��
3r+1
k

�
25r+2
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Il serait int�eressant de voir de combien cette valeur s'�ecarte de la valeur 1
4
. Il serait

�egalement utile de calculer les probabilit�es d'être pivot des grands et des petits �electeurs

en notant K le nombre de d�epartements. On peut voir la chambre comme comprenant 3K

d�eput�es ayant tous un vote. Nous nous limiterons ici �a quelques indications num�eriques dans

le cas o�u r = 3. Le num�erateur de l'expression ci-dessus est la somme des quatre termes

suivants: " 
10X
k=7

�
10

k

�!#
= 176

3

" 
10X
k=6

�
10

k

�!
�
 

4X
j=3

�
4

j

�!#
= 5790

3

" 
10X
k=5

�
10

k

�!
�
 

4X
j=2

�
4

j

�!#
= 21054

 
10X
k=4

�
10

k

�!
�
" 

4X
j=1

�
4

j

�!#
= 12720

On obtient donc que :

P13 =
176 + 5790 + 21054 + 12720

217
= 0:303 19

De facon analogue, la probabilit�e P23 que conjointement X
2
l = G et X

3
l = G est donn�ee

par l'expression: Pr+1
i=1

Pr
j=r+1�i

P3r
k=2r+1�i

�
r+1
i

��
r
j

��
3r
k

�
25r+1

Dans le cas o�u r = 3, le num�erateur de l'expression ci-dessus est la somme des quatre

termes suivants:

4

" 
9X
k=6

�
9

k

�!#
= 520

�
4

2

�" 9X
k=5

�
9

k

�!
�
 

3X
j=2

�
3

j

�!#
= 6144
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�
4

3

�" 9X
k=4

�
9

k

�!
�
 

3X
j=1

�
3

j

�!#
= 10696

 
9X
k=3

�
9

k

�!
�
" 

3X
j=0

�
3

j

�!#
= 3728

On obtient donc que :

P23 =
520 + 6144 + 10696 + 3728

216
= 0:32178

Par ailleurs:

P12 =
1

4

Nous revenons sur l'�evolution de ces covariances quand r tend vers l'in�ni dans l'Appendice

7.

5.4.2 Calculs sous l'Hypoth�ese IAC.

La version du mod�ele IAC consid�er�ee ici est �a nouveau IAC��. On d�esigne par x11 (re-

spectivement x21) le nombre de petits �electeurs du premier (deuxi�eme) arrondissement qui

votent �a gauche et par x12 (respectivement x22) le nombre de grands �electeurs du premier

(deuxi�eme) arrondissement qui votent �a gauche, avec :

0 � x11 � 3r + 1; 0 � x12 � r; 0 � x21 � 3r; 0 � x22 � r + 1:

Int�eressons-nous tout d'abord aux r�esultats �electoraux possibles. Dans la mesure o�u les

coll�eges ne sont pas disjoints, les huit r�esultats possibles n'ont pas tous la même probabilit�e

d'occurrence. Calculons la probabilit�e du r�esultat (G,G;G). Un tel r�esultat survient si l'on

a :

(x11 + x12 � 2r + 1; x21 + x22 � 2r + 1 et x12 + x22 � r + 1:

Le nombre de con�gurations associ�ees est �egal �a :

11

8
r4 +

23

4
r3 +

65

8
r2 +

19

4
r + 1 =

(r + 1)(r + 2)(11r2 + 13r + 4)

8
:
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On en d�eduit que la probabilit�e du r�esultat (G,G;G) est donn�ee par

11r2 + 13r + 4

8(3r + 1)(3r + 2)
:

Lorsque r tend vers l'in�ni, la probabilit�e de ce r�esultat tend vers 11/72 et di��ere donc

de 1/8.

Supposons r grand a�n de pouvoir n�egliger la l�eg�ere asym�etrie qui caract�erise la situation

�etudi�ee. On peut observer que les r�esultats pour lesquels les deux �elections d'arrondissement

donnent un d�eput�e de doite et un d�eput�e de gauche ont une probabilit�e �egale �a 1/8. Des

arguments de sym�etrie permettent alors d'obtenir les probabilit�es limites (i.e. obtenues pour

r tendant vers l'in�ni) de chacun des huit r�esultats possibles :

R�esultats possibles G,G;G G,D;G D,G;G D,D;G G,G;D G,D;D D,G;D DDD
Probabilit�e limite 11/72 1/8 1/8 7/72 7/72 1/8 1/8 11/72

Consid�erons maintenant le rapport des pouvoirs dans le cas o�u K = 1. Un petit �electeur

de l'arrondissement 1 est pivot s'il est pivot dans son arrondissement (x11 + x12 = 2r) et si

les d�eput�es �elus par l'autre arrondissement et par le d�epartement ne sont pas du même bord

((x21+x22 � 2r+1 et x12+x22 � r) ou (x21+x22 � 2r et x12+x22 � r+1)). Dans ce calcul,
x11 d�esigne d�esormais le nombre de petits �electeurs du premier arrondissement, autres que

celui que l'on consid�ere, qui votent �a gauche. Donc: 0 � x11 � 3r: En calculant le nombre
de con�gurations associ�ees puis en divisant par le nombre total de con�gurations possibles,

nous obtenons le pouvoir du petit �electeur :

4r

3(3r + 1)2
:

Pour calculer le pouvoir d'un grand �electeur (suppos�e issu de l'arrondissement 1), trois

cas doivent être consid�er�es. Dans ce qui suit, x12 d�esigne d�esormais le nombre de grands

�electeurs du premier arrondissement, autres que celui que l'on consid�ere, qui votent �a gauche;

donc 0 � x12 � r � 1.
Cas 1 : le grand �electeur est pivot dans son arrondissement (mais pas dans le d�epartement),

le deuxi�eme arrondissement vote �a gauche (respectivement �a droite) et le d�epartement �a

droite (�a gauche). Autrement dit :

x11 + x12 = 2r et (( x21 + x22 � 2r + 1 et x12 + x22 � r � 1) ou (x21 + x22 � 2r et
x12 + x22 � r + 1)).
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Le nombre de con�gurations de ce type est �egal �a :

r(r + 1)(4r � 1)
3

:

Cas 2 : le grand �electeur est pivot dans l'�election du d�eput�e de d�epartement (mais pas

dans son arrondissement), l'arrondissement 1 vote �a gauche (droite) et l'arrondissement 2

vote �a droite (gauche), soit :

x12 + x22 = r et (( x11 + x12 � 2r + 1 et x21 + x22 � 2r) ou (x11 + x12 � 2r � 1 et
x21 + x22 � 2r + 1)).

Le nombre de con�gurations associ�ees est :

r(2r + 1)(7r + 1)

3

Cas 3 : le grand �electeur est pivot dans son arrondissement et au d�epartement, i.e. :

x11 + x12 = 2r et x12 + x22 = r,

ce qui correspond �a r(3r + 1) con�gurations.

Nous obtenons ainsi un total de r(r + 1)(6r + 1) con�gurations dans lesquelles le grand

�electeur est pivot. On en d�eduit que son pouvoir de vote est �egal

r(r + 1)(6r + 1)

(3r + 2)(3r + 1)(r + 2)r

et le rapport des pouvoirs est donn�e par

3(r + 1)(3r + 1)(6r + 1)

4r(r + 2)(3r + 2)
:

Lorsque r tend vers l'in�ni, ce rapport tend vers 9/2 = 4.5. On peut noter que ce r�esultat

est nettement di��erent de celui qui est obtenu en appliquant la formule th�eorique, qui donne

2.5 pour D = 1, A = 2 et � = 1=4. L'hypoth�ese de \d�edoublement" (qui fonde cette formule

th�eorique) tend donc, dans le cas consid�er�e, �a r�eduire de mani�ere importante le rapport des

pouvoirs entre les deux cat�egories d'�electeurs. Nous commencons par v�eri�er dans le cas de

ce contexte puis nous d�erivons la formule exacte IAC � � dans le cas o�u K = D = 1.

Pour cela, nous supposons que x12 et x22 d�esignent d�esormais les grands �electeurs qui

votent �a gauche dans l'arrondissement 1 et dans l'arrondissement 2 (respectivement) et nous

introduisons deux variables suppl�ementaires x13 et x23 qui d�esignent (respectivement) le

nombre de grands �electeurs de l'arrondissement 1 qui votent �a gauche au d�epartement et le
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nombre de grands �electeurs de l'arrondissement 2 qui votent �a gauche au d�epartement, avec

0 � x13 � r et 0 � x23 � r + 1. Le nombre de con�gurations possibles est maintrenant plus
�elev�e (de l'ordre de 9r6) et pour obtenir les probabilit�es d'être pivot pour chaque cat�egorie

d'�electeurs, il faut reprendre les syst�emes d'�equations et d'in�equations pr�ec�edents en rem-

pla�cant, �a chaque fois qu'elle intervient, la somme x12 + x22 par x13 + x23. Sauf erreur de

notre part, nous obtenons que la probabilit�e d'être pivot pour un petit �electeur est d�esormais

�egale �a
1

2(3r + 1)

et celle d'un grand �electeur s'�ecrit

2(r + 1)

(r + 2)(3r + 2)
;

ce qui donne un rapport des pouvoirs entre les deux cat�egories �egal �a

4(r + 1)(3r + 1)

(r + 2)(3r + 2)
:

Ainsi, la limite du rapport lorsque r tend vers l'in�ni est d�esormais �egale �a 4 ; elle a donc

diminu�e mais reste �eloign�ee de la pr�ediction de la formule th�eorique.

Une autre approche possible, plus simple, pour prendre en compte l'ind�ependance des

votes des grands �electeurs selon qu'ils �elisent leur d�eput�e d'arrondissement ou le d�eput�e

de d�epartement consiste �a n'introduire qu'une variable suppl�ementaire, x3, qui d�esigne le

nombre de grands �electeurs qui votent �a gauche dans l'�election du coll�ege d�epartemental

(avec 0 � x3 � 2r + 1). On suppose alors, implicitement, que le vote des grands �electeurs
au coll�ege de d�epartement ne d�epend pas de leur appartenance �a un arrondissement donn�e.

Nous obtenons un rapport des pouvoirs qui est le suivant :

5r+3
2(2r+1)(3r+2)

1
2(3r+1)

=
(3r + 1)(5r + 3)

(2r + 1)(3r + 2)
:

Lorsque r tend vers l'in�ni, le rapport est maintenant �egal �a 5/2, soit exactement ce que

l'on obtient avec la formule th�eorique 1 + 1��
A�

Nous concluons cet appendice en expliquant l'origine de l'importance di��erence avec le

cas o�u les grands �electeurs votent de fa�con identique dans leurs grands coll�eges. La formule

"exacte" est en r�ealit�e:

1 +
1� �
A�

�

�
cA
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o�u le coe�cient cA est introduit et �etudi�e dans le cas o�u A est impair (voir table ci-

dessous) dans Le Breton-Lepelley et Smaoui (2011), � est la probabilit�e pour que d�eput�e de

d�epartement soit pivot dans l'assembl�ee de A+1 d�eput�es, et � est la probabilit�e pour qu'un

d�eput�e d'arrondissement soit pivot dans l'assembl�ee.

A 3 5 7 9 11 13 15 17 ...
cA 2.25 2.995 3.577 4.076 4.521 4.925 5.298 5.647 ...

On pourrait introduire cA aussi pour des valeurs paires de A modulo une l�eg�ere asym�etrie

entre les arrondissements. On obtiendrait cA = 2. Dans le cas o�u A = 2 (et � = 1
4
), on

d�eduit du tableau pr�ec�edent: � = 1
2
= 4

8
et � = 32

72
= 4

9
. En utilisant la formule ci-dessus, on

obtient un rapport des pouvoirs �egal �a:

1 +
3

2
� 2� 9

8
' 4: 375

Pourquoi trouve t'on 4.375 au lieu de 4.5 ? La raison tient au fait que la formule ignore

le conditionnement. En r�ealit�e, la probabilit�e que que le d�eput�e de d�epartement soit pivot

dans l'assembl�ee sachant que le vote est equilibr�e dans le coll�ege de d�epartement n'est pas 4
8

mais 14
27
= 0:518 52. La valeur d�erive facilement du calcul e�ectu�e dans le cas 2 ci-dessus.

Dans la formule de rapport des pouvoirs on doit donc remplacer � = 4
8
par � = 14

27
. On

obtient le rapport:

1 +
3

2
� 2�

14
27
4
9

= 4: 5

Ce calcul est instructif car il montre que l'�ev�enement être pivot dans un coll�ege peut

vraiment être informatif sur un autre �ev�enement.

5.5 Appendice 5 : Un D�epartement Compos�e de Trois Arrondisse-

ments

5.5.1 Le r�esultat Electoral

Cette fois on consid�ere le cas d'un district (d�epartement) compos�e de N = 12r+3 �electeurs,

o�u r d�esigne un entier impair, divis�e en 3 coll�eges d'arrondissement comprenant chacun 4r+1

�electeurs. Le coll�ege des grands �electeurs (coll�ege de d�epartement) comprend 3r �electeurs;

il est compos�e des r premiers �electeurs de chaque coll�ege d'arrondissement. Chaque coll�ege

d'arrondissement �elit un d�eput�e. Le coll�ege de d�epartement �elit 2 d�eput�es au scrutin de

liste sans panachage. On suppose comme pr�ec�edemment que les votes des �electeurs sont

ind�ependants et �equidistribu�es : ils votent avec une probabilit�e �egale �a 1
2
pour la candidat
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de droite D ou le candidat de gauche G. Il y a donc cette fois huit (16 si l'on regarde coll�ege

par coll�ege) r�esultats �electoraux possibles : (3G;G), (2G,D;G), (G,2D;G) et (3D;G), (3G;D),

(2G,D;D), (1G,2D;D), (3D;D) o�u les deux premi�eres lettre correspondent aux r�esultats des

coll�eges d'arrondissement. Dans chaque district l, il y a quatre votes. Le r�esultat �nal est

d�ecrit par la r�ealisation du vecteur al�eatoire (X1
l ; X

2
l ; X

3
l ; X

4
l ) o�u X

4
l d�esigne le r�esultat du

vote dans le coll�ege de d�epartement. Par exemple, la probabilit�e que conjointement X1
l = G

et X4
l = G est donn�ee par l'expression:

PGG (r) =

Pr
i=0

Pr
j=Max(0; r�1

2
�i)
Pr

k=Max(0; 3r+1
2
�i�j)

P3r+1
l=2r+1�i

�
r
i

��
r
j

��
r
k

��
3r+1
l

�
26r+1

Il serait int�eressant de voir de combien cette valeur s'�ecarte de la valeur 1
4
. Il serait

�egalement utile de calculer les probabilit�es d'être pivot des grands et des petits �electeurs en

notant K le nombre de districts. Nous nous limiterons ici �a quelques indications num�eriques

dans le cas o�u r = 3. Le num�erateur de l'expression ci-dessus est la somme des quatre termes

suivants: " 
10X
l=7

�
10

l

�!
�
 

3X
j=2

3X
k=5�j

�
3

j

��
3

k

�!#
= 1232

3

" 
10X
l=6

�
10

l

�!
�
 

3X
j=1

3X
k=4�j

�
3

j

��
3

k

�!#
= 66

 
10X
l=6

�
10

l

�!
= 25476

3

" 
10X
l=5

�
10

l

�!
�
 

3X
j=0

3X
k=3�j

�
3

j

��
3

k

�!#
= 126

 
10X
l=5

�
10

l

�!
= 80388

" 
10X
l=4

�
10

l

�!
�
" 

2X
j=0

3X
k=2�j

�
3

j

��
3

k

�
+

3X
k=0

�
3

k

�!##
= 57

 
10X
l=4

�
10

l

�!
= 48336

On en d�eduit que la probabilit�e PGG (r) vaut
1232+25476+80388+48336

219
= 0:296 46 qui di��ere

signi�cativement de 1
4
= 0:25. On peut regarder ce d�eplacement du vote �a gauche dans le

petit coll�ege sous un autre angle.

Sachant que l'on vote �a gauche dans le grand coll�ege, la probabilit�e qu'aucun des 3 grands

�electeurs du petit coll�ege de 13 �electeurs ne vote �a gauche n'est plus �egale �a 1
8
. Elle vaut

exactement : P3
j=2

P3
k=5�j

�
3
j

��
3
k

�P9
k=5

�
9
k

� =
7

256
= 2: 734 4� 10�2
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qui di��ere de 1
8
= 0:125. La probabilit�e qu'un grand �electeur seulement vote �a gauche

vaut : P3
j=1

P3
k=4�j

�
3
j

��
3
k

�P9
k=5

�
9
k

� =
66

256
= 0:257 81

qui di��ere de 3
8
= 0:375. La probabilit�e que deux grands �electeurs exactement votent �a

gauche vaut : P3
j=0

P3
k=3�j

�
3
j

��
3
k

�P9
k=5

�
9
k

� =
126

256
= 0:492 19

qui di��ere aussi de 3
8
. Finalement, la probabilit�e que les 3 grands �electeurs votent �a

gauche vaut : P2
j=0

P3
k=2�j

�
3
j

��
3
k

�
+
P3

k=0

�
3
k

�P9
k=5

�
9
k

� =
57

256
= 0:222 66

qui di��ere de 1
8
. On constate que conditionnellement �a l'�ev�enement \le Coll�ege des 9

grands �electeurs vote majoritairement �a gauche", les probabilit�es qui �etaient uniformes avant

le conditionnement sont d�esormais biais�ees en direction d'un vote plus �a gauche. Le nombre

moyen de grands �electeurs de cet arrondissement qui votent �a gauche passe de 3
2
= 1: 5 �a

66+252+171
256

= 1: 910 2.

Calculons maintenant la probabilit�e pour un petit �electeur d'être pivot, sachant que le

grand coll�ege a vot�e majoritairement G. Cette probabilit�e vaut 2 � Num
218

o�u le num�erateur

Num est la somme des quatre termes suivants:

3X
j=2

3X
k=5�j

�
3

j

��
3

k

��
9

6

�
= 588

3

 
3X
j=1

3X
k=4�j

�
3

j

��
3

k

��
9

5

�!
= 8316

3

 
3X
j=0

3X
k=3�j

�
3

j

��
3

k

��
9

4

�!
= 15876

�
9

3

�
�
" 

2X
j=0

3X
k=2�j

�
3

j

��
3

k

�
+

3X
k=0

�
3

k

�!#
=

�
9

3

�
� 57 = 4788

La probabilit�e d'être pivot vaut donc: Num
218

� 2 = 29568
217

= 0:225 59 ce qui qui co��ncide

(sans surprise) avec
(126 )
212

c'est-�a-dire avec le calcul non conditionnel.
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5.5.2 Calculs sous l'Hypoth�ese IAC

Analysons maintenant le rapport des pouvoirs �a la lumi�ere de l'hypoth�ese IAC qui, nous

l'avons vu, est susceptible de rendre les calculs plus ais�es. Nous pr�esentons ici encore

l'approche associ�ee �a la version IAC��, la plus simple du point de vue calculatoire. Elle con-

siste �a d�e�nir une con�guration comme un vecteur (x11; x12; x21; x22; x31; x32), xi1 d�esignant

le nombre de petits �electeurs de gauche dans l'arrondissement i et xi2 le nombre de grands

�electeurs de gauche dans l'arrondissement i, i = 1; 2; 3.

Adoptons le point de vue d'un petit �electeur, que nous supposerons sans perte de g�en�eralit�e

issu de l'arrondissement 1. L'ensemble des con�gurations possibles est d�e�ni par :

0 � xi2 � r pour i = 1; 2; 3; 0 � x11 � 3r et 0 � xi1 � 3r + 1 pour i = 2; 3:

Le nombre de ces con�gurations s'exprime donc en fonction de r de la mani�ere suivante :

(r + 1)3(3r + 1)(3r + 2)2:

Le petit �electeur consid�er�e est d�ecisif s'il est pivot dans son arrondissement (ce qui implique

x11 + x12 = 2r) et si la chambre comporte 2 d�eput�es de droite et 2 d�eput�es de gauche ; tel

sera le cas si le coll�ege de d�epartement vote �a gauche (respectivement �a droite) et les coll�eges

d'arrondissement 2 et 3 �a droite (�a gauche). Autrement dit, nous devons avoir :

x11 + x12 = 2r; x21 + x22 � 2r + 1; x31 + x32 � 2r + 1 et x12 + x22 + x32 �
3r � 1
2

;

ou

x11 + x12 = 2r; x21 + x22 � 2r; x31 + x32 � 2r et x12 + x22 + x32 �
3r + 1

2
:

Apr�es �evaluation et addition du cardinal de chacun de ces deux sous-ensembles, nous obtenons

:
(r + 1)2(3r + 2)(59r2 + 94r + 39)

96
:

Il en r�esulte que le pouvoir du petit �electeur s'�ecrit :

59r2 + 94r + 39

96(r + 1)(3r + 1)(3r + 2)
:

Consid�erons ensuite le cas d'un grand �electeur, suppos�e issu de l'arrondissement 1. Une

fois �ecart�e cet �electeur, nous avons 0 � x12 � r � 1 et le nombre total de con�gurations
possibles est l�eg�erement di��erent de ce qu'il �etait lorsque l'on adoptait le point de vue du

petit �electeur, puisqu'il est �egal �a :

r(r + 1)2(3r + 2)3:
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Pour �evaluer le nombre de con�gurations dans lesquelles le grand �electeur est d�ecisif, nous

distinguerons trois cas.

Cas 1 : Le grand �electeur est pivot dans le coll�ege d�epartemental (et dans ce coll�ege

seulement) et les coll�eges d'arrondissement envoient 1 ou 2 d�eput�es de gauche �a la chambre.

Ce sera le cas ssi :

x12 + x22 + x32 =
3r � 1
2

et [(x11 + x12 � 2r + 1; x21 + x22 � 2r et x31 + x32 � 2r) ou

(x11 + x12 < 2r; x21 + x22 � 2r + 1 et x31 + x32 � 2r) ou (x11 + x12 < 2r; x21 + x22 � 2r

et x31 + x32 � 2r + 1)]

ou

x12 + x22 + x32 =
3r � 1
2

et [(x11 + x12 � 2r + 1; x21 + x22 � 2r + 1 et x31 + x32 � 2r) ou

(x11+x12 < 2r; x21+x22 � 2r+1 et x31+x32 � 2r+1) ou (x11+x12 � 2r+1; x21+x22 � 2r

et x31 + x32 � 2r + 1)]:

Apr�es calcul, il apparâ�t que le nombre total de con�gurations associ�ees au cas 1 est

donn�e par :
(r + 1)(987r4 + 1963r3 + 1395r2 + 413r + 42)

64

Cas 2 : Le grand �electeur est pivot dans son coll�ege d'arrondissement (et dans ce coll�ege

seulement) et le coll�ege d�epartemental vote �a gauche (respectivement, �a droite) et les coll�eges

des arrondissements 2 et 3 �a droite (�a gauche). Il faut donc :

x11 + x12 = 2r; x12 + x22 + x32 �
3r + 1

2
; x21 + x22 � 2r; x31 + x32 � 2r

ou

x11 + x12 = 2r; x12 + x22 + x32 <
3r � 1
2

; x21 + x22 � 2r + 1; x31 + x32 � 2r + 1:

Le nombre de con�gurations correspondant s'�ecrit :

(r + 1)(3r + 1)(118r3 + 111r2 � 10r � 27)
192

:

Cas 3 : Le grand �electeur est pivot dans le coll�ege d�epartemental et dans son coll�ege

d'arrondissement, i.e.

x12 + x22 + x32 =
3r � 1
2

et x11 + x12 = 2r:
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Le nombre de con�gurations associ�ees est �egal �a :

(r + 1)(3r + 1)(3r + 2)2

4
:

En sommant ces trois types de con�gurations et en divisant par le nombre total de con�gu-

rations, nous obtenons le pouvoir de vote du grand �electeur :

3315r4 + 7636r3 + 6426r2 + 2300r + 291

192r(r + 1)(3r + 2)3
:

Le rapport des pouvoirs est alors donn�e par l'expression suivante :

(3r + 1)(3315r4 + 7636r3 + 6426r2 + 2300r + 291)

2r(3r + 2)2(59r2 + 94r + 39)
:

Lorsque r ! 1, ce rapport tend vers 1105
118
. Autrement dit, dans la situation consid�er�ee,

le pouvoir d'un grand �electeur est plus de 9 fois sup�erieur �a celui d'un petit �electeur et est

voisin du r�esultat de 9.13 d�eriv�e par Vidu (2011) �a l'aide de simulations ! Ce r�esultat est

nettement di��erent de celui que l'on obtient avec le mod�ele approximatif de la Section 3

(formule (4)), qui donne pour A = 3, D = 2 et � = 1=4 un rapport des pouvoirs de 3.

Cet �ecart important peut provenir du nombre tr�es r�eduit de d�eput�es ici �egal �a 5 dans le cas

�etudi�e : les pouvoirs des d�eput�es sont alors di��erents de leurs poids, contrairement �a ce que

l'on a suppos�e dans notre mod�ele approximatif. Mais l'�ecart peut aussi r�esulter de l'impact

de l'hypoth�ese de \d�edoublement" des grands �electeurs, sur laquelle est fond�e l'ensemble de

nos formules. A�n d'�eclairer cette question, nous avons calcul�e le rapport des pouvoirs en

prenant en compte explicitement cette hypoth�ese. Il faut, pour y parvenir, introduire une

variable suppl�ementaire, ind�ependante de x11; x12; x21; x22; x31; x32 et d�esignant le nombre

de grands �electeurs votant �a gauche dans le d�epartement ; soit x42 cette variable. Il su�t

alors de reprendre l'analyse qui pr�ec�ede en rempla�cant x12 + x22 + x32 par x42 pour obtenir

un vote non corr�el�e des grands �electeurs. En proc�edant de cette mani�ere, nous obtenons un

rapport des pouvoirs dont l'expression est nettement plus simple :

2(2r + 1)(3r + 1)

r(3r + 2)
:

Lorsque r tend vers l'in�ni, ce rapport tend vers 12
3
= 4. Le r�esultat n'est maintenant

plus tr�es �eloign�e de celui que donne notre formule. En fait, on retrouve la formule exacte car

le programme ipdirect de Warwick d�elivre un rapport de pouvoir de 3 et non de 2 comme

nous l'avons suppos�e dans la formule th�eorique. Il reste cependant un �ecart cons�equent avec

le cas o�u les votes sont corr�el�es qui nous conduit �a conclure que la prise en compte de la

d�ependance des votes des grands �electeurs joue, dans ce cas particulier, un rôle consid�erable.
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5.6 Appendice 6 : Probabilit�e d'être Pivot et Conditionnement

Dans cet appendice, nous exposons quelques r�e
exions simples sur la sensibilit�e du calcul de

la probabilit�e d'être pivot dans un coll�ege �a des informations sur les �elections dans un ou

plusieurs autres coll�eges. De mani�ere g�en�erale consid�erons un coll�ege k (arrondissement ou

d�epartement) et un �electeur i de ce coll�ege. Sachant qu'un autre coll�ege (disons le coll�ege l)

ayant une intersection non vide avec le coll�ege k a vot�e �a gauche (ou �a droite), que peut-on

dire de la probabilit�e de l'�ev�enement Eik : \l'�electeur i est pivot dans le vote du coll�ege k"

sachant l'�ev�enement VlG : \le coll�ege l a vot�e �a gauche" ou l'�ev�enement VlD : \le coll�ege l a

vot�e �a droite". On part de la formule �evidente:

Prob (Eik) = Prob (Eik \ VlG) + Prob (Eik \ VlD)

Sachant que la gauche et la droite sont trait�ees sym�etriquement dans les mod�eles al�eatoires

consid�er�es (IC et IAC), on a:

Prob (Eik \ VlG) = Prob (Eik \ VlD)

et

Prob (VlG) = Prob (VlD) =
1

2

Et donc:

Prob (Eik j VlG) = Prob (Eik j VlD) = 2Prob (Eik \ VlG)

Ce qui entrâ�ne:

Prob (Eik) = Prob (Eik j VlG) = Prob (Eik j VlD)

Les choses se compliquent si le conditionnement fait intervenir ici deux variables al�eatoires,

c'est-�a-dire ici deux coll�eges l et k. On a maintenant quatre �ev�enements VGG; VGD; VDG et

VDD. On part �a nouveau de la formule �evidente :

Prob (Eik) = Prob (Eik \ VGG) + Prob (Eik \ VGD) + Prob (Eik \ VDG) + Prob (Eik \ VDD)

Les consid�erations de sym�etrie impliquent cette fois

Prob (Eik \ VGG) = Prob (Eik \ VDD)
Prob (Eik \ VGD) = Prob (Eik \ VDG)
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et donc:

Prob (Eik) = 2Pr ob (Eik \ VGG) + 2Pr ob (Eik \ VGD)

mais on ne peut gu�ere aller plus loin. En particulier, il ne semble pas possible d'a�rmer

en toute g�en�eralit�e que l'on peut ignorer le conditionnement.

5.7 Appendice 7 : Probabilit�es Gaussiennes d'Orthant

Dans cet appendice on propose une justi�cation asymptotique des r�esulats trouv�es dans les

appendices 3, 4 et 5 sous l'hypoth�ese IC. On consid�ere le cas g�en�eral d'un d�epartement

compos�e de A arrondissements de même taille 4r + 1 o�u A et r sont des entiers impairs. Le

coll�ege de d�epartement est compos�e des r premiers �electeurs des arrondissements : les Ar

�electeurs de ce coll�ege �elisent D d�eput�es au scrutin de liste bloqu�e o�u D est un entier pair.

Pour chaque arrondissement j = 1; :::; A, on consid�ere la variable al�eatoire:

Srj =
4r+1X
i=1

Xij

o�u la variable al�eatoire Xij code le vote de l'�electeur i du j
i�eme arrondissement sous la

forme

Xij =

�
1 si l'�electeur i a vot�e G
0 si l'�electeur i a vot�e D

Srj d�esigne donc le nombre d'�electeurs de l'arrondissement j qui ont vot�e �a gauche. Par

ailleurs, on note Srd la variable al�eatoire:

Srd =
AX
j=1

rX
i=1

Xij

Srd d�esigne donc le nombre d'�electeurs du coll�ege de d�epartement qui ont vot�e �a gauche.

On consid�ere en�n le vecteur al�eatoire Sr = (Sr1 ; S
r
2 ; :::; S

r
A; S

r
d) de dimension A + 1. Pour

�etudier le comportement de ce vecteur, consid�erons tout d'abord le vecteur cSr de taille 2A :
cSr =  rX

i=1

Xi1;

4r+1X
i=r+1

Xi1;

rX
i=1

Xi2;

4r+1X
i=r+1

Xi2; :::;

rX
i=1

XiA;

4r+1X
i=r+1

XiA

!

En vertu du th�eor�eme central limite, ce vecteur se comporte, lorsque r est su�samment

grand, comme un vecteur al�eatoire gaussien multidimensionnel (de dimension 2A) N
�b�; b
�

o�u:
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b� = �r
2
;
3r + 1

2
; :::;

r

2
;
3r + 1

2

�

b
 =
0BBBBBBB@

p
r
2

0 0 : 0 0

0
p
3r+1
2

0 : 0 0
0 : : : : :
: : : : : :

0 : 0 :
p
r
2

0

0 0 : : 0
p
3r+1
2

1CCCCCCCA
On v�eri�e facilement que Sr = �cSr o�u � est la matrice (A+ 1)�2A d�e�nie comme suit:

� =

0BBBBBB@
1 1 0 0 0 0
0 0 1 1 0 0
0 : : : : :
: : : : : :
0 : 0 : 1 1
1 0 1 : 1 0

1CCCCCCA
Par cons�equent, Sr se comporte comme un vecteur gaussien N (�;
) o�u � est un vecteur

de dimension A + 1 et 
 (la matrice de variances covariances) est une matrice carr�ee

sym�etrique et d�e�nie positive de dimension (A+ 1) � (A+ 1). Il est imm�ediat de voir

que:

� =

�
4r + 1

2
;
4r + 1

2
; :::;

4r + 1

2
;
Ar

2

�
S'agissant de 
, il su�t de calculer la covariance entre disons (elles sont toutes identiques)

Sr1 et S
r
d. On obtient:

Cov (Sr1 ; S
r
d) =

rX
i=1

�
Xi1 �

1

2

�2
=
r

4

Par ailleurs :

V ar (Sr1) =
4r + 1

4

V ar (Srd) =
Ar

4

En r�esum�e, on obtient donc:

54




 =

0BBBBBBB@

p
4r+1
2

0 0 : 0
p
r
2

0
p
4r+1
2

0 : 0
p
r
2

0 : : : : :
: : : : : :

0 : 0 :
p
4r+1
2

p
r
2p

r
2

p
r
2

: :
p
r
2

p
Ar
2

1CCCCCCCA
On constate que la matrice est presque diagonale. Les covariances sont situ�ees sur la

derni�ere ligne et donc colonne. On constate que le coe�cient de corr�elation � sur cette

derni�ere ligne est �egal �a:

� =
r
4p

4r+1
2

�
p
Ar
2

' 1

2
p
A

On pourrait apr�es normalisation �ecrire la matrice sous la forme compacte:


 =

0BBBBBB@
1 0 0 : 0 �
0 1 0 : 0 �
0 : : : : :
: : : : : :
0 : 0 : 1 �
� � : : � 1

1CCCCCCA
En quoi cela est-il utile ? Principalement pour connaitre les probabilit�es des di��erents

pro�ls des votes dans chaque d�epartement. Ce pro�l est d�ecrit par un vecteur de dimension

A+ 1 o�u les A premi�eres coordonn�ees d�ecrivent les votes des coll�eges d'arrondissement et la

derni�ere d�ecrit le vote dans le coll�ege de d�epartement.

Soit J un sous ensemble de f1; 2; :::; Ag. Quelle est la probabilit�e PJ+d de l'�ev�enement
\les coll�eges d'arrondissement dont le num�ero est dans le sous-ensemble J ont vot�e �a gauche

et le coll�ege de d�epartement a vot�e �a gauche". En consid�erant le vecteur centr�e eSr = Sr � �
on voit que:

PJ+d = Prob
�eSr > 0 pour tout j 2 J et cSdr > 0�

En consid�erant l'approximation gaussienne, il s'agit donc de calculer la probabilit�e qu'un

vecteur al�eatoire gaussien centr�e de matrice de variances-covariances 
 appartienne �a un

orthant (les coordonn�ees dans J et la derni�ere sont positives et les autres sont n�egatives).

Par exemple dans le cas o�u A = 1, on a un vecteur gaussien bivari�e de matrice

�
1 1

2
1
2
1

�
.

La probabilit�e que les deux coll�eges votent �a gauche est la probabilit�e P de l'orthant R2+.
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Une importante litt�erature statistique est consacr�ee au calcul exact ou approch�e de ces prob-

abilit�es (Divgi (1979), Gupta (1963a,b), Owen (1956), Plackett (1965), Wang (1987)). Con-

sid�erons une gaussienne bivari�ee normalis�ee de matrice 
 =

�
1 �
� 1

�
; c'est-�a-dire d�ecrite

par la densit�e :

f(x; y; �) =
1

2�
p
1� �2

e
�(

x2+y2�2�xy)
2(1��2)

La probabilit�e P s'exprime comme suit:

P =

Z 0

�1

Z 0

�1
f(x; y; �)dxdy

Stieltjes (Gupta (1963b) a d�emontr�e que:

P =
1

4
+
arcsin �

2�

La fonction � (�) � arcsin �
2�

est repr�esent�ee ci-dessous:

Dans la cas de l'appendice 3, � = 1
2
et la table 2 de Gupta donne P = 0:3333. Dans le

cas de l'appendice 5, � = 1p
12
= 0:288 68 ' 0:3. Avec la table de Gupta, pour � = 0:3, on

trouve P = 0:29849 ! Dans le cas de l'appendice 4, � = 1
2
p
2
= 0:353 55 ' 0:35. Avec la table

de Gupta, on trouve P = 0:30409 pour � = 0:3333333 et P = 0:3118 pour � = 0:375. On

retrouve donc �a la limite les valeurs calcul�ees dans les appendices 3, 4 et 5.

5.8 Appendice 8 : Le Cas d'Edelman

Edelman s'interesse au cas o�u il n'y a qu'un seul d�epartement c'est-�a-dire K = 1 et o�u il

n'y a qu'une seule classe d'�electeurs c'est-�a-dire � = 1. Sa motivation est bien sûr di��erente

de la nôtre. Il s'int�eresse �a un parlement dont une partie (A dans nos notations) des mem-

bres est �elue sur une base uninominale �a l'�echelle d'un district (comme dans le cas de nos

arrondissements) et la partie r�esiduelle (D dans nos notations) est �elue par l'ensemble des

�electeurs. Il faut donc aussi remplacer la fraction 1
4
par la fraction 1. Remarquons d'embl�ee

que les calculs de la section pr�ec�edente s'ajustent sans di�cult�es. On notera ici r (au lieu

de 4r + 1) le nombre d'�electeurs par arrondissement. Le vecteur gaussien N (�;
) est:

� =

�
r

2
;
r

2
; :::;

r

2
;
Ar

2

�
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0BBBBBBB@

p
r
2

0 0 : 0
p
r
2

0
p
r
2

0 : 0
p
r
2

0 : : : : :
: : : : : :

0 : 0 :
p
r
2

p
r
2p

r
2

p
r
2

: :
p
r
2

p
Ar
2

1CCCCCCCA
ou sous forme normalis�ee:


 =

0BBBBBB@
1 0 0 : 0 �
0 1 0 : 0 �
0 : : : : :
: : : : : :
0 : 0 : 1 �
� � : : � 1

1CCCCCCA
avec:

� =
1p
A

5.9 Appendice 9 : Le Pouvoir de Shapley-Shubik dans un Par-

lement avec Deux Classes de D�eput�es

On consid�ere un parlement compos�e de deux types de d�eput�es. Les premiers (appel�es petits

d�eput�es) sont au nombre de KA (o�u K et A sont des nombres entiers) et ont un poids �egal

�a 1. Les seconds (appel�es grands d�eput�es) sont au nombre de K et ont un poids �egal �a D

(o�u D est un nombre entier). On suppose que les entiers K et A + D sont impairs. Cette

hypoth�ese implique que le jeu majoritaire pond�er�e W d�ecrivant ce parlement est fort. Le

quota q vaut exactement :

K(A+D) + 1

2

Consid�erons un petit d�eput�e. Il est pivot lorsque la coalition des d�eput�es votant �a gauche

(ou par sym�etrie �a droite car W est fort) a un poids �egal �a K(A+D)�1
2

. D�enombrer les per-

mutations o�u un petit �electeur �x�e est pivot est fondamentalement �equivalent �a d�enombrer

les combinaisons de petits et grands d�eput�es dont le poids total vaut K(A+D)�1
2

(fonda-

mentalement, car tous les r�earrangements de ces combinaisons doivent bien entendu être

comptabilis�es).

Dans le cas o�u K = 1, c'est-�a-dire dans le contexte parlementaire retenu par Edelman

(2004), on obtient que le pouvoir de Shapley-Shubik SS d'un petit d�eput�e est �egal �a :
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SS (A;D) = 2
(A� 1)!

(q � 1)! (A� q)!
[(q � 1)!] [(A+ 1� q)!]

(A+ 1)!

et donc :

SS(A;D) = 1� ASS

A titre d'illustration, on obtient par exemple :

SS(A;D) =

8>><>>:
0:454 55 quand (A;D) = (10; 5)
0:234 57 quand (A;D) = (80; 19)
0:248 44 quand (A;D) = (800; 199)
0:249 84 quand (A;D) = (8000; 1999)

Le rapport D
A+D

passe de 33% dans le cas du premier calcul �a 20% pour les trois derniers

calculs. On suspecte une convergence vers 25% qui est con�rm�ee par le calcul. On remarque

que :

A

�
2

(A� 1)!
(q � 1)! (A� q)!

[(q � 1)!] [(A+ 1� q)!]
(A+ 1)!

�
= 2

(A+ 1� q)
A+ 1

Supposons que A = �N o�u N � A+D avec � > 1
2
. On obtient que la part agr�eg�ee ASS

des petits vaut

2
(A+ 1� q)
A+ 1

' 2�� 1
�

� � (�) lorsque N est grand

A titre d'illustration :

� (�) =

8>><>>:
0:333 33 pour � = 0:6
0:571 43 pour � = 0:7
0:75000 pour � = 0:8
0:888 89 pour � = 0:9

Le foss�e entre � (�) et � est non n�egligeable lorsque � est proche de 1
2
et tend vers 0

lorsque � tend vers 1. Dans le cas de Banzhaf, les pouvoirs des petits et grands d�eput�es sont

respectivement34:

B(A;D) =

�
A�1
q�1
�

2A�1
=

(A�1)!
((q�1)!)((A�q)!)

2A�1

B(A;D) =

Pq�1
i=q�(N�A)

�
A
i

�
2A

=

Pq�1
i=q�(N�A)

A!
(i!)((A�i)!)

2A

34Ces deux formules apparaissent aussi dans Edelman (2004).
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A titre d'illustration num�erique :

B(A;D) =

8>><>>:
0:974 35 quand (A;D) = (80; 19)
0:890 63 quand (A;D) = (10; 5)
0:656 25 quand (A;D) = (10; 3)
0:451 17 quand (A;D) = (11; 2)

et

B(A;D) =

8>><>>:
9: 172 8� 10�3 quand (A;D) = (80; 19)
7: 031 3� 10�2 quand (A;D) = (10; 5)
0:164 06 quand (A;D) = (10; 3)
0:205 08 quand (A;D) = (11; 2)

On constate que le ratioB(A;D)
B(A;D)

prend successivement les valeurs 106:22; 12:667; 4 et 2:2

alors que les ratios des poids prend les valeurs 20; 5; 3 et 2. On est loin de la formule

d'approximation de Penrose ! On notera que le th�eor�eme de la limite centrale ne s'applique

pas ici car la variance de la variable al�eatoire attach�ee au grand d�eput�e occupe toujours une

part non n�egligeable de la variance totale.
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